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1. prednaska
Uvod
Atomické formuly a Strukttry

0 Uvod

0.1 Ologike

Co je logika
Logika je vedna disciplina, ktora Studuje usudzovanie.
Spréavne, raciondlne usudzovanie je zdkladom vedy a inZinierstva.
Vyzaduje rozoznat

+ spravne usudky z predpokladanych principov a pozorovania
« od chybnych tvah a §pekulécii.

Spréavnost usudkov, zd4 sa, nie je iba vec konvencie a dohody.

Logika sktima, aké st zdkonitosti spravneho usudzovania a preco su za-
konitostami.

Historicky sa logika venovala najmai filozofickym hl'adiskdm, dnes kla-
dieme vicsi doraz na vypoctové aspekty.

Ako logika studuje usudzovanie
Logika m4 dva hlavné predmety zaujmu:
Jazyk zapis pozorovani, definicie pojmov, formulovanie teorii
Syntax pravidla zapisu tvrdeni
Sémantika vyznam tvrdeni
Usudzovanie (inferencia) odvodzovanie novych logickych désledkov z dote-

rajsich poznatkov. (Uzko suvisi s jazykom: ¢im viac mozno v jazyku vyjad-
rit, tym tazsie je definovat ¢i algoritmicky rozhodovat logické vyplyvanie.)



Jazyk, poznatky a tedrie

Jazyk slazZi na formulovanie tvrdeni, ktoré vyjadruja poznatky o svete
(principy jeho fungovania aj pozorované fakty).

Suboru poznatkov, ktoré povazujeme za pravdivé, hovorime feéria.

Priklad 0.1 (Party time!). Mame troch novych znamych — Kim, Jima a Sa-
rah. Organizujeme party a PO: chceme na riu pozvat niekoho z nich. Od
spolo¢nych kamaratov sme sa ale dozvedeli o ich poZiadavkach:

P1: Sarah nepdjde na party, ak pojde Kim.
P2: Jim p6jde na party, len ak pojde Kim.

P3: Sarah nepdjde bez Jima.

Mozné stavy sveta a modely

Jedna z otdzok, ktoré si o teorii o party moZeme poloZit, je: ,,MdéZu novi
znami prist na party tak, aby boli vSetky podmienky splnené? Ak ano, v akych
zostavach?“

Priamociaro (aj ked préacne) to zistime tak, Ze:

1. vymenujeme vSetky mozné stavy sveta (1€asti novych znamych),

2. zistime, v ktorych su v§etky podmienky splnené.

K J S|P0O P1 P2 P3
n n n|n

nh n p;/p p p n
n p n; p p n

h p p|p p 1

p n nip p p P
p n p|p n

p p n;p p P P
p p p|p 1

MozZné stavy sveta a modely
Tedria rozdeluje mozné stavy sveta (interpretacie) na:
F stavy, v ktorych je pravdivd — modely teorie,

E stavy, v ktorych je nepravdiva.



Tvrdenie aj teéria moézu mat viacero modelov, ale aj Ziaden.
Priklad 0.2. Modelmi teérie PO, P1, P2, P3 st dve situécie: ked Kim pride
na party a ostatni novi znami nie, a ked Kim a Jim pridu na party a Sarah
nie.

K J S|P0 P1 P2 P3

n n n|n ¥ PO, P1, P2, P3
n n p|p p p n FEPO,P1,P2P3
n p nj|p p n ¥ PO, P1, P2, P3
n p pilp p n F PO, P1, P2, P3
p n n|p p p p F PO, P1, P2, P3
p n pilp n ¥ PO, P1, P2, P3
P p n|p p p p F PO, P1, P2, P3
P P pl|Pp n E PO, P1, P2, P3

Logické dosledky

Casto je zaujimava in4 otdzka o teérii — musi byt nejaké tvrdenie prav-
divé vZdy, ked’ je pravdiva tedria?

V nasom priklade: Kto musi a kto nesmie prist na party, aby boli pod-
mienky PO, ..., P3 splnené?

K J S|P0 P1 P2 P3

n n n|n ¥ PO, P1, P2, P3
n n p|p p p n FPOPLP2P3
n p n|{p p n F PO, P1, P2, P3
n p p|p p n F PO, P1, P2, P3
p mn n|p p p p F PO, P1, P2, P3
p n p|p n F PO, P1, P2, P3
p p n|p p p p EPOPLP2P3
P P pP|lp n ¥ PO, P1, P2, P3

Logické dosledky

Logickymi dosledkami tedrie su tvrdenia, ktoré st pravdivé vo vietkych
modeloch teorie.

Priklad 0.3. Logickymi dosledkami teorie PO, P1, P2, P3 s napriklad:
« Kim pride na party.
« Sarah nepride na pdrty.

Logickych dosledkov je nekonecne vela, m6Zu nimi byt Iubovolne zlozité
tvrdenia:



« Na party pride Kim alebo Jim.
+ Ak pride Sarah, tak pride aj Jim.

+ Ak pride Jim, tak nepride Sarah.

Logické usudzovanie

Presktimat vSetky stavy sveta je ¢asto nepraktické aZ nemozné.

Logické dosledky ale mdzeme odvodzovat usudzovanim (inferovat).

Pri odvodeni vychadzame z premis (predpokladov) a postupnostou sprdav-
nych usudkov dospievame k zdverom.

Priklad 0.4. Vieme, Ze ak na party pdjde Kim, tak nepo6jde Sarah (P1), a Ze
ak pojde Jim, tak pojde Kim (P2).

1. Predpokladajme, Ze na party pojde Jim.

2. Podla 1. a P2 pojde aj Kim.

3. Podla 2. a P1 nep6jde Sarah.

Teda podla uvedenej uvahy: Ak na party pdjde Jim, tak nep6jde Sarah.

Dedukcia
Usudok je spravny (korektny) vtedy, ked vZdy, ked su pravdivé jeho pre-
misy, je pravdivy aj jeho zaver.
Ak su vSetky usudky v odvodeni spravne, zaver je logickym doésledkom
premis a odvodenie je jeho dékazom z premis.
Dedukcia je usudzovanie, pri ktorom sa pouZivaju iba spravne usudky.
Logika Studuje dedukciu, ale aj niektoré nededuktivne usudky, ktoré sa
vo vSeobecnosti nespravne, ale st spravne v Specidlnych pripadoch alebo su
ugitocné:
« indukcia — zovSeobecnenie;
« abdukcia — odvodzovanie moznych pric¢in z nasledkov;

« usudzovanie na zaklade analdgie (podobnosti).



Kontrapriklady
Ak tsudok nie je spravny, existuje kontrapriklad — stav sveta, v ktorom
su predpoklady pravdivé, ale zdver je nepravdivy.

Priklad 0.5. Nespravny usudok: Ak platia tvrdenia teérie o party, na party
pride Jim.

Kontrapriklad: Stav, kedy pride Kim, nepride Jim, nepride Sarah.

Teoria je pravdivd, vyrok ,,na party pride Jim“ nie je pravdivy.

K I S

n n n FPO PI,P2P3
n n p EPO,PLP2P3
n p n FEPO,PLP2P3
n p p FPOPILP2P3
p n n EPO,P1P2P3
p n p EPOPLP2P3
p p n EPOPLP2P3
p p p EPOPLP2P3

Matematicka logika
Matematicka logika

« modeluje jazyk, jeho sémantiku a usudzovanie ako matematické ob-
jekty (mnoZiny, postupnosti, zobrazenia, stromy);

« rieSi logické problémy matematickymi metédami.

Rozvinula sa koncom 19. a v prvej polovici 20. storo¢ia hlavne vdaka
Hilbertovmu programu — snahe vybudovat zdklady matematiky bez spo-
rov a paradoxov, mechanizovat overovanie dékazov alebo priamo hladanie
matematickych viet.

Matematicka logika a informatika

Informatika sa vyvinula z matematickej logiky (J. von Neumann, A. Tu-
ring, A. Church, ...)

Vicsina programovacich jazykov obsahuje logické prvky:

e all(x >m for x in arr),

fragmenty niektorych st priamo preloZiteIné na logické formuly:
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« SELECT t1.x FROM t1 JOIN t2 ON tl.y = t2.y WHERE tl.y > 25,

niektoré (Prolog, Datalog) su podmnozZinou logickych jazykov.
Metodami logiky sa da presne Specifikovat, ¢o ma program robit, popisat,
¢o robi, a dokdzat, Ze robi to, ¢o bolo $pecifikované.

Matematicka logika a informatika
Vela otazok v logike je algoritmickych:

« MoZno usudzovanie pre danu triedu jazykov automatizovat?

« Da sa ndjst dokaz pre tvrdenia s takouto Struktarou dostatocne rych-
lym algoritmom?

Vypoctovd logika hlada algoritmické rieSenia problémov pre rozne triedy
logickych jazykov. Aplikovatelné na iné tazké problémy (grafové, planova-
cie, vysvetlovanie, ...) vyjadritelné v prisluSne;j triede.

Logika umoziiuje hl'adat v§eobecné odpovede.

« Ak mozno vlastnost grafu popisat prvorddovou formulou s najviac
dvomi kvantifikdtormi a zarovei ..., existuje pomerne rychly algorit-
mus, ktory rozhodne, ¢i dany graf ttto vlastnost ma.

Matematicka logika a informatika

Automatizované dokazovace: napr. vr. 1996 pocitac¢ dokazal Robbins Con-
jecture, ktord odolavala I'udskej snahe 60 rokov.

Donedavna malo automatizované dokazovanie nepresvedc¢ivé vysledky a
niektoré oblasti vyskumu boli relativne mftve, napr. expertné systémy.

S novymi modelmi umelej inteligencie v§ak oZiva, napr. AlphaProof riesi
84% uloh z IMO.

Formalne jazyky a formalizacia
Matematicka logika nepracuje s prirodzenym jazykom, ale s jeho zjedno-
dusenymi modelmi — formalnymi jazykmi.

+ Presne definovand, zjednoduSend syntax a sémantika.

+ Obchadzaju problémy prirodzeného jazyka:
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viacznacnost slov, nejednoznacné syntaktické vztahy, zloZit4 syn-
takticka analyza, vynimky, obraty s ustdlenym vyznamom, ...

« Niekol'ko formalnych jazykov uz poznéte: aritmetika, jazyky fyzikal-
nych a chemickych vzorcov, programovacie jazyky, ...

Problémy z inych oblasti opisané v prirodzenom jazyku musime najprv
sformalizovat, a potom nail mdézeme pouZit aparat mat. logiky.
Formalizacia vyzaduje cvik — trocha veda, trocha umenie.

Tazkosti s prirodzenym jazykom
Prirodzeny jazyk je problematicky:

+ Viacznacné slova: Milo je v poslucharni A.

« Viacznacné tvrdenia: Chlieb sa preddva v potravinach. Videl som diev¢a
v séle s dalekohladom.

« Tazko syntakticky analyzovatelné tvrdenia:

Vlastnici bytov a nebytovych priestorov v dome prijimaju rozhodnutia na schodzi
priestorov v dome, ak hlasuju o zmluve o tvere a o kazdom dodatku k nej, o zmluve
o zabezpeceni uveru a o kazdom dodatku k nej, o zmluve o n4jme a kupe veci, ktora
vlastnici bytov a nebytovych priestorovv dome uzivaju s pravom jej kipy po uplynuti
dojednaného ¢asu uZivania a o kazdom dodatku k nej, o zmluve o vstavbe alebo nad-
stavbe a o kazdom dodatku k nim, o zmene ucelu uzivania spolo¢nych ¢asti domu
a spolo¢nych zariadeni domu a o zmene formy vykonu spravy; ...

— Zdkon ¢. 182/1993 Z. z. SR v zneni neskorsich predpisov

« Vynimky a obraty so Specidlnym ustdlenym vyznamom: Nikto nie je
dokonaly.

Formalizacia poznatkov
S formalizaciou ste sa uz stretli — napriklad pri rieSeni slovnych tloh:

Karol je trikrat starsi ako Madria. k=3-m
Sucet Karolovho a Mériinho veku je 12 rokov.  w»
Kolko rokov maju Karol a Maria? k+m=12

Stretli ste sa uz aj s formalnym jazykom vyrokovej logiky.

12



Priklad 0.6. Sformalizujme nas party priklad:

PO: Niekto z trojice Kim, Jim, Sarah pojde na party. p(K) v p(J) v p(S)

P1: Sarah nepdjde na party, ak pojde Kim. p(K) = —p(S)
P2: Jim pojde na party, len ak pojde Kim. p(J) — p(K)
P3: Sarah nepdjde bez Jima. =p(J) = —p(S)

Vsimnite si, kolko vetnych konstrukcii v slovencine zodpoveda jednej
formalnej spojke —.

Logika prvého radu

Jazyk logiky prvého radu (FOL) je jeden zo zdkladnych formalnych jazy-
kov, ktorymi sa logika zaobera.

Do dnesnej podoby sa vyvinul koncom 19. a v prvej polovici 20. storocia —
G. Frege, G. Peano, C. S. Peirce.

Vyrokové spojky + kvantifikdtory V a 3.

D4 sa v nom vyjadrit vela zaujimavych tvrdeni, beZne sa pouZiva v ma-
tematike.

Ve>036>0..

Kalkuly — formalizacia usudzovania
Pre mnohé logické jazyky st zndme kalkuly — mnoZiny usudzovacich
pravidiel, ktoré su

korektné — odvodzuju iba logické dosledky,
uplné — umozZnuju odvodit vSetky logické dosledky.
Kalkuly st bezné v matematike
« kalkul elementarnej aritmetiky: na pocitanie s ¢islami, zlomkami,
« kalkul linedrnej algebry: rieSenie linearnych rovnic,

« kalkul matematickej analyzy: derivovanie, integrovanie, rieSenie di-
ferencialnych rovnic

13



Su korektné, ale nie vzdy uplné.
Poznéte uz aj jeden logicky kalkul — ekvivalentné tipravy.

Symbolické vs. aproximacéné vypocty

Symbolicky vypocet: Aproximacny vypocet:
x? =2 x2=2
(x+V2(x-V2) =0 x€(1.2)
=2 x € (1.4,1.5)
Symboly maja jasny vyznam, vy- x z 1.4142

pocet pozostava z overitelnych
krokov, ktoré samé osebe ,davaji = Kroky vypoctu nenesi samé

zmysel “. osebe zmysel, su to len arit-
metické operacie, vysledok je
nespolahlivy.

Symbolické vs. aproximacné vypocty

Symbolické: Aproximacné / data-driven:
« Uprava vyrazov » numericka optimalizacia
« derivovanie elem. f. « strojové ucenie
« matematické dokazy « neurdnové siete
« expertné systémy (klu¢ na + LLM (ChatGPT)

uréovanie druhu hub)

Symbolické vs. aproximacné vypocty

Nevyhodou vypoctov zaloZenych na déatach je chybajuca kontrola nad
smerovanim vypoctu a nemoznost pochopenia/overenia.

Napr. ChatGPT generuje text, ktory je ,,pravdepodobny“ (vzhladom na
texty v trénovacich vstupoch). Nevie merat ani overovat spravnost. Na za-
¢iatku nezvladal ani s¢itanie jednocifernych ¢isel; uzito¢nost a spolahlivost

14



LLM vyrazne stipne, ak maju pristup ku kalkulacke, ktora vie robit sym-
bolicku aritmetiku.

V kontraste s tym symbolické kalkuly garantuju spravnost. UkaZeme si
dva (tabla a rezolvenciu), existuje mnoho dal§ich (napr. AlphaProof pou-
ziva Lean).

Schéma riesenia problémov pomocou logiky

neformalne vyroky neformalna otazka
l formalizacia l
formalna teoria formalny problém

(ne)splnitelnost, hladanie v§etkych modelov,
vyplyvanie/nezavislost konkrétnych formul, ...

proces rieSenia formalneho problému

odpoved na formalny problém
\
interpretacia

odpoved na neformalnu otazku

0.2 O kurzoch LPI a UdML

Pristup k logike na tomto predmete

Stredoskolsky pristup prili§ neoddeluje jazyk vyrokov od jeho vyznamu
a vlastne ani jednu strdnku nedefinuje jasne.

Prevedieme vas zakladmi matematickej a vypoctovej logiky pre (postupne
Coraz zlozitejsie) fragmenty jazykov logiky prvého radu.

Teoreticka Cast:

+ Matematické definicie logickych pojmov (vyrok, model, logicky do-
sledok, dokaz, ...)

» Doékazy ich vlastnosti
Praktick4 cast

« Datové Struktiiry na reprezentaciu logickych objektov
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https://youtu.be/zV_wpj7ncps?t=3m49s

« Algoritmické rieSenie logickych problémov
« Formalizdcia roznych problémov v logickych jazykoch a ich rieSenie

nastrojmi na rieSenie logickych problémov

Organizacia kurzu — rozvrh, kontakty, pravidla
Organizécia — rozvrh, kontakty a pravidla absolvovania — je popisané na
oficidlnych webovych strankach predmetov:

1-AIN-412 https:/dai.fmph.uniba.sk/w/Course:Logic_for_CS

1-INF-210 http:/www.dcs.fmph.uniba.sk/~mazak/vyucba/udml/

1 Atomické formuly a Struktury

Problémy s vyrokmi
Ukdazeme si, preco je formalizacia pomocou vyrokov nedostato¢na.
Co je vyrok? Oznamovacia veta,

« ktorej sa da priradit pravdivostna hodnota.

« pre ktora ma zmysel otazka na jej platnost, spravnost, pravdivost.

Problémy s vyrokmi
Nech x je kladné realne ¢islo. Potom x2 > 0.[5mm]
Pocet hviezd je neparny.[Smm]
Zajtra vznikne jadro hélia.[5mm]
Odteraz az navzdy kazdu sekundu vznikne jadro hélia.
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Problémy s vyrokmi
Postupnost 0,1, 2, 3,4, 5,6, ... je rastuca.[4mm]

« Je to vyrok?
« Ako vieme, ako bude postupnost pokracovat?

« Akyje vyznam troch bodiek ako symbolu? Mo6ze byt sticastou vyroku
popis algoritmu?

« Mo6zZe byt vyrok nekonecne dlhy?
Problémy s vyrokmi
Bu bayonot emas.[4mm)]
« Znamena ,.toto nie je vyrok“ v uzbectine. Aky jazyk je pripustny?
« Co ak ma v roznych jazykoch ten isty retazec rozny vyznam?
« Mo6ze vyrok hovorit o sebe?

MozZe viest k paradoxom: Zoberme mnoZinu X vSetkych mnoZin, ktoré
neobsahuju samé seba. Je veta ,,.X patri do X “ vyrok? NemoZe to byt
ani pravda, ani nepravda, pritom to vyzerd ako neSkodné matema-
tické tvrdenie.

Problémy s vyrokmi
Ako navrhnut jazyk logiky?

+ Bez akychkolvek odkazov na pravdivost (ale zaroven aby pravdivost
bolo mozné bez paradoxov neskor definovat).

« Presny a jednoznacény: vieme pomocou jednoduchych pravidiel roz-
hodnut, ¢i retazec je tvrdenim v jazyku alebo nie.

« Logicka struktura (spojky, kvantifikatory) musi byt oddelena od po-
pisovaného sveta.
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Jazyky logiky prvého radu
Logika prvého radu je trieda (rodina) formalnych jazykov.
Zdielaju:

« Casti abecedy — logické symboly (spojky, kvantifikatory)
« pravidla tvorby formiil (slov)

LiSia sa v mimologickych symboloch — Cast abecedy, pomocou ktorej sa
tvoria najjednoduchsie — atomické formuly (atomy).

Jazyk logiky: priklad

Kazdy ¢lovek umrie. Vx(C(x) = U(x))
Sokrates je ¢lovek. C(s)
Sokrates umrie. U(s)

Konstanty: s Predikaty: C, U

Jazyk logiky: priklad

Vx e R: x>0 — xjeceléislo

vx(e(x,R) = (>(x,0) > €(x, 2)))

Konstanty: 0, R, Z Predikaty: >, €
Konstanty aj predikaty su uplne iné, ale logické spojky, kvantifikatory a
zatvorkovanie maju uvedené dva jazyky spolo¢né.

18



Atémy
Atomy zodpovedaju jednoduchym vyrokom — nemaju Ziadnu vnutornu
logicku Strukturu.

Sokrates je ¢lovek. C(s)
7>0 >(7,0)
Juraj ma psa Rexa. ma_psa(Juraj, Rexo)

Atomické formuly a vyroky v prirodzenom jazyku

Atomické formuly logiky prvého radu zodpovedaju pozitivnym jednodu-
chym vetdm o vlastnostiach, stavoch, vztahoch a rovnosti jednotlivych po-
menovanych objektov.

Priklady 1.1.

@ Milo bezi. © Jarka nie je doma.

@ Jarka vidi Mila. © Niekto je doma.

@ Milo bezi, ale Jarka ho nevidi. @ sSucet2a2jes.

© Jarka vidi vSetkych. @ Prezidentkou SR je Zuzana Ca-
@ Jarka dala Milovi Bobyho v piatok. putova.

Atomické formuly sa skladaju z individuovych konstdnt a predikdtovych
symbolov.

Individuové konstanty

Individuové konstanty st symboly jazyka logiky prvého radu, ktoré po-
menuvajd jednotlivé, pevne zvolené objekty.

Zodpovedaju priblizne vlastnym menam, jednozna¢nym pomenovaniam,
niekedy zdmenam; konstantdm v matematike a programovacich jazykoch.

Priklady 1.2. Jarka, 2, Zuzana_Caputova, sobota, T, ...

Individuova konStanta:
» vzdy pomentva skuto¢ny, existujuci objekt (na rozdiel od vlastného mena Yeti);
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« nikdy nepomenuva viac objektov (na rozdiel od vlastného mena Jarka).
Objekt z domény, ktord chceme prvoradovym jazykom opisat,
« moZe byt pomenovany aj viacerymi individuovymi konstantami (napr. Prezidentka_
SR a Zuzana_Caputova);

« nemusi mat ziadne meno.

Predikatové symboly a arita

Predikatové symboly su symboly jazyka logiky prvého radu, ktoré ozna-
¢uju vlastnosti alebo vztahy.

Zodpovedaju

« prisudkom v slovenskych vetich,
« mnoZinam alebo relacidm v matematike,
« identifikatorom funkcii s boolovskou navratovou hodnotou.

Predikatovy symbol ma pevne ureny pocet argumentov — aritu.

VZdy musi mat prave tol'ko argumentov, ak4 je jeho arita.

Uloha argumentu v predikate je dand jeho poradim (podobne ako po-
zi¢né argumenty funkcii/metdd v prog. jazykoch).

Dohoda 1.3. Aritu budeme niekedy pisat ako horny index symbolu. Napri-
klad bezil, vidi2, dal*, <2.

Zamyslany vyznam predikatovych symbolov

Unarny predikatovy symbol (teda s aritou 1) zvy¢ajne oznacuje vlastnost,
druh, rolu, stav.
Priklady 1.4.  pes(x) X je pes

Cierne(x) x je Cierne
bezi(x) x bezi

Bindrny, terndrny, ... predikatovy symbol (s aritou 2, 3, ...) zvy€ajne

oznacuje vztah svojich argumentov.

Priklady 1.5. vidi(x,y) x vidi y
dal(x,y,z,t) x dal(a/o) objektu y objekt z v ¢ase ¢
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Kategorickost vyznamu predikatovych symbolov

V beZnom jazyku ¢asto nie je celkom jasné, ¢i objekt mé alebo nema ne-
jaku vlastnost — kedy je niekto mlady?

Predikatové symboly predstavuju kategorické vlastnosti/vztahy — pre kazdy
objekt sa da jednoznacne rozhodniit, ¢i ma alebo nema tato vlastnost/vztah
s inym objektom ¢i inymi objektmi.

Vyznam predikatového symbolu preto ¢asto zodpoveda rovnakému slo-
venskému predikatu iba priblizne.

Priklad 1.6. Predikat mlad$iZ moZe oznacovat vztah ,,x je mladsi ako y*
presne.
Predik4t mlady® zodpoved4 vlastnosti ,,x je mlady“ iba pribliZne.

Nekategorickymi vlastnostami sa zaoberaju fuzzy logiky. Predikaty v nich zachytavaju
vyznam tychto vlastnosti presnejsie.

Atomické formuly
Atomické formuly maju tvar

predikdt(argument,, argument,, ... ,argument, ),

alebo
argument, = argument,,

pricom k je arita predikdtu, a argumenty, ..., argument; su (nateraz) indi-
viduové konstanty.

Atomicka formula zodpoveda (jednoduchému) vyroku v slovencine, t.j.
tvrdeniu, ktorého pravdivostnd hodnota (pravda alebo nepravda) sa d4 jed-
noznacne urcit, lebo predikat oznacuje kategorickt vlastnost/vztah a individuové kon-
Stanty jednoznacne oznacuju objekty.

Formalizacia jednoduchych vyrokov

Formalizdacia je preklad vyrokov z prirodzeného jazyka do formélneho
logického jazyka.

Nie je to jednoznacny proces.

V spojeni s ndvrhom vlastného jazyka (konstant a predikatov) je typicky
iterativna.
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« Postupne zistujeme, aké predikaty a konStanty potrebujeme, upravu-
jeme predchadzajuce formalizicie.

« Zanedbivame nepodstatné detaily.
« Doterajsi jazyk sa snazime vyuZit ¢o najlepSie.

Navrh jazyka popri formalizacii
Priklad 1.7. A;: Jarka dala Milovi Bobyho.

w dlaria) dalBobyhetdaria, Milo) dal(Jarka, Milo, Boby)
A,: Evka dostala Bobyho od Mila.
w dalBebyhefivtito; Evka) dal(Milo, Evka, Boby)
Aj: Evka dala Jarke Cilku.
w dalCilkufEvka;Jarka) dal(Evka, Jarka, Cilka)
A,: Boby je pes.
~ pes(Boby)
Navrh jazyka pri formalizacii
Minimalizujeme pocet predikatov, uprednostiiujeme flexibilnejsie, via-

cucelovejsie (dal® pred dalBobyho? a dalCilku?).
Dosiahneme

« expresivnejsi jazyk (vyjadri viac mensim poctom prostriedkov),

« zrejmejSie logické vztahy vyrokov.

1.1 Syntax atomickych formdil

Presné definicie
Cielom logiky je uvaZovat o jazyku, vyrokoch, vyplyvani, dokazoch.
Vypoctova logika sa snazi automaticky riesit konkrétne problémy vyjad-
rené v logickych jazykoch.
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Spol'ahlivé a overitelné uvahy a vypocty vyZaduju presnii dohodu na tom,
o ¢om hovorime — definiciu logickych pojmov (jazyk, vyrok, pravdivost, ... ).
Pojmy (napr. atomickd formula) mézZeme zadefinovat napriklad

« matematicky ako mnoziny, n-tice, relacie, funkcie, postupnosti, ...;

« informaticky tym, Ze ich naprogramujeme, napr. zadefinujeme triedu
AtomickaFormula v Pythone.

Matematicky jazyk je univerzalnejsi ako programovaci — abstraktnejsi, me-
nej nie azZ tak podstatnych detailov.

Syntax atomickych formul logiky prvého radu
Najprv sa musime dohodnut na tom, akd je syntax atomickych formul
logiky prvého radu:

« z ¢oho sa skladaju,
« Cim vlastne su,

« akd maju Struktaru.

Symboly jazyka atomickych formul logiky prvého radu
Z ¢oho sa skladaju atomické formuly?
Definicia 1.8. Symbolmijazyka £ atomickych formiil logiky prvého radu sa
mimologické, logické a pomocné symboly, priCom:
Mimologickymi symbolmi st
« individuové konstanty z nejakej neprazdnej spocitatelnej mnoZziny C

« a predikdtové symboly z nejakej spocitatelnej mnoziny P,
Jedinym logickym symbolom je = (symbol rovnosti).
Pomocnymi symbolmi su (, ) a, (Iava, prava zatvorka a ¢iarka).
MnozZiny C; a P, su disjunktné. Pomocné symboly sa nevyskytuju v sym-
boloch z € ani P .. Kazdému symbolu P € P je priradend arita ar . (P) €
N*.
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Abeceda jazyka atomickych formul logiky prvého radu

Na Uvode do teoretickej informatiky/Formdalnych jazykoch a automa-
toch by ste povedali, Ze abecedou jazyka £ atomickych formul logiky prvého
raddujeZ; = C, UP, U{Z,(,), .}

V logike sa vic¢§inou pojem abeceda nepouziva, pretoze potrebujeme roz-
liSovat rézne druhy symbolov.

Namiesto abeceda jazyka £ hovorime mnozina vsetkych symbolov jazyka £
alebo len symboly jazyka L.

Na zépise mnoziny X, v8ak lahko vidime, ¢im sa r6zne jazyky atomic-
kych formul logiky prvého radu od seba liSia a ¢o maju spolo¢né.

Priklady symbolov jazykov atomickych formdl logiky prvého radu

Priklad 1.9. Priklad o detoch a zvieratkdch sme sformalizovali vjazyku £Lq,,
v ktorom

C.,, = {Boby, Cilka, Evka, Jarka, Milo},
?Ldz = {dal, pes}a ar’cdz(dal) == 3, arﬂdz(pes) = 1.

Priklad 1.10. Priklad o navStevnikoch party by sme mohli sformalizovat
v jazyku Ly, kde

@mey = {Kim, Jim, Sarah},

?mey = {pride}, arﬁpmy(prl'de) =1.
Oznacenia symbolov

Ked' budeme hovorit o l'ubovolnom jazyku £, ¢asto budeme potrebovat
nejak oznacit niektoré jeho konStanty alebo predikaty, aj ked nebudeme
vediet, aké konkrétne symboly to st.

Na oznacenie symbolov pouzijeme meta premenné: premenné v (mate-
matickej) slovencine, pomocou ktorych budeme hovorit o (po grécky meta)
tychto symboloch.

Dohoda 1.11. Individuové konStanty budeme spravidla oznacovat meta pre-
mennymi a, b, ¢, d s pripadnymi dolnymi indexmi.

Predikatové symboly budeme spravidla oznacovat meta premennymi P,
Q, R s pripadnymi dolnymi indexmi.
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Atomické formuly jazyka
Co su atomické formuly?

Definicia 1.12. Nech £ je jazyk atomickych formul logiky prvého radu.

Rovnostny atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = c,, kde ¢;
a ¢, su individuové konstanty z C .

Predikdtovy atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(cy, ..., c,),
kde P je predikatovy symbol z P, s aritou n a cy, ..., ¢, st individuové
konstanty z C.

Atomickymi formulami (skratene atomami) jazyka £ sihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka £.

Mnozinu vSetkych atdmov jazyka £ oznacujeme A ..

Slova jazyka atomickych formdl logiky prvého radu
Na UTI/FoJaby ste povedali, Ze jazyk £ atomickych formul logiky prvého
rddu nad abecedou X, = €, U P, U{=,(,),,} je mnozina slov

{fecr=clc€Cr0€C}
u{P(cy,...,c,) | P € P ar . (P)=n,c; €Cy,...,c,, EC, L

V logike sa jazyk takto nedefinuje, pretoZe potrebujeme rozliSovat rézne
druhy slov.

Priklady atémov jazyka

Priklad1.13. V jazyku £ 4,, kde C, = {Boby, Cilka, Evka, Jarka, Milo}, P
{dal, pes}, ar;, (dal) = 3, ar;_(pes) = 1, st okrem inych rovnostné atomy:

Boby = Boby Cilka = Boby
Evka = Jarka Boby = Cilka

a predikatové atémy:

pes(Cilka) dal(Cilka, Milo, Boby) dal(Jarka, Evka, Milo).
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Atémy ako triedy

Atom
args: list(Constant)

Atom(args: list(Constant))

PredicateAtom

predSym: string

EqualityAtom

EqualityAtom(lhs: Constant, rhs:

PredicateAtom(predSym: string,
Constant)

args: List(Konstanta))

1.2 Struktury

Vyhodnotenie atomickej formuly

Ako zistime, ¢i je atomicka formula pes(Boby) pravdiva v nejakej situacii
(napriklad u babky Evky, Jarky a Mila na dedine)?
Pozrieme sa na tuto situdciu a zistime:

1. aky objekt b pomenuva konstanta Boby;
2. aku vlastnost p oznacuje predikat pes;

3. Ciobjekt b m4 vlastnost p.
Evka
Jarka 4>i < *
Y M« Cilka
(]
L)

=
“T— pes
Vyhodnotenie atomickej formuly

Ako mdzeme tento postup matematicky alebo informaticky modelovat?
Potrebujeme:

Milo

« matematicky/informaticky model situdcie (stavu vybranej Casti sveta),
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« postup na jeho pouZzitie pri vyhodnocovani pravdivosti formul.

Matematicky model stavu sveta
Potrebujeme vediet:

« ktoré objekty st v popisovanej situdcii pritomné,

» mnozina vSetkych tychto objektov — doména;

+ jednoznacné priradenie vyznamu v§etkym individuovym kon§tantam
a predikdtom z jazyka £

» interpretacnd funkcia;

« pre kazdu individuovu konS$tantu c z jazyka £, ktory objekt z domény
kons$tanta ¢ pomenuva,

« pre kazdy unarny predikat P z jazyka £, ktoré objekty z domény maju
vlastnost oznacenu predikatom P,

» tvoria podmnoZinu domény;

 pre kazdy n-arny predikat R z jazyka £, n > 1, ktoré n-tice objektov
z domény st vo vztahu ozn. pred. R,

» tvoria n-drnu reldciu na doméne.

Struktura pre jazyk
Definicia 1.14. Nech £ je jazyk atomickych formul logiky prvého radu.
Strukturou pre jazyk £ (niekedy interpretdaciou jazyka £)nazyvame dvoj-
icu M = (D, 1), kde D je I'ubovolna neprdzdna mnozina nazyvana doména
Struktury M; i je zobrazenie, nazyvané interpretacénd funkcia Struktury M,
ktoré

+ kazdej individuovej konstante c jazyka £ prirad'uje prvok i(c) € D;

» kazdému predikatovému symbolu P jazyka £ s aritou n prirad'uje

mnozinu i(P) C D".

Dohoda 1.15. Struktary oznacujeme velkymi pisanymi pismenami M, V',
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Priklad struktary

Evka
Jarka 4>i é; *
Milo Y ﬁ 1" Cilka
o Boby
K NG

Struktdra ako informaticky objekt
Struktdaru sme definovali pomocou matematickych objektov.
Aky informaticky objekt sa podoba na $truktaru? Databdza.
Predi%cétové symboly jazyka ~ zjednoduS$end databazova schéma (arita ~
pocet stlpcov)

Interpretacia predikatovych symbolov ~ konkrétne tabulky s datami (do-
ména ~ datovy typ)

i(pes') i(dal®) i(clovek?)
1 1 2 3 Meno  Rodné cislo
- i ST w Petra 1234
™ . = Michal 5678
LI I
s A ¥
(¥4 ‘ bl
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Struktura ako informaticky objekt
Dopytom zodpovedaju logické formuly:

»,rodné ¢isla I'udi, ktori sa volaja Michal“ = {rc | clovek(Michal,rc)}

,rodné ¢isla vSetkych I'udi* ={rc | 3m clovek(m,rc)}

Struktiry — upozornenia
Struktur pre dany jazyk je nekonecne vela.
Doména Struktury

« nesuvisi so zamyslanym vyznamom interpretovaného jazyka;
« moze mat l'ubovolné prvky;
« mozZe byt nekonecnd.
Interpretacia symbolov konS§tant:
« kazdej konStante je priradeny objekt domény;
« nie kazdy objekt domény musi byt priradeny nejakej konstante;
« rdznym konStantdm mozZe byt priradeny rovnaky objekt.

Interpretéacie predikatovych symbolov mézu byt nekonecné.
Priklad 1.17 (Strukttra s nekone¢nou doménou). M = (N, i) i(pes) =
{2n|neN} i(da) ={(n,m,n+m) | n,m e N}
i(Boby) =0  i(Cilka) =1 i(Evka) =3 i(Jarka) =5 i(Milo) =0

1.3 Sémantika atomickych formdil

Pravdivost atomickej formuly v strukture
Ako zistime, ¢i je atomickd formula pravdiva v Strukture?

Definicia 1.18. Nech M = (D, i) je Struktura pre jazyk £ atomickych for-
mul jazyka logiky prvého radu.

Rovnostny atém c; = c, jazyka £ je pravdivy v Strukture M vtedy a len
vtedy, ked' i(c;) = i(c,).
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Predikatovy atém P(cy, ...,c,) jazyka £ je pravdivy v Struktiire M vtedy
a len vtedy, ked (i(cy), ..., i(c,,)) € i(P).

Vztah atom A je pravdivy v Struktiire M skratene zapisujeme M F A.
Hovorime aj, Ze M je modelom A.

Vztah atém A nie je pravdivy v Struktiire M zapisujeme M F A. Hovorime
aj, Ze A je nepravdivy v M a M nie je modelom A.

Priklad 1.19 (Urcenie pravdivosti atébmov v Strukture).

. ° °
=00, D=4 3 B A R
i(Boby) = w i(Cilka) = ¥
i(Evka) =&  i(Jarka)=8  i(Milo) =Y
i(pes) = { v, v}
idah) = {(¥, &, v0) (4 B, v%) (& 8. 0)
Atom pes(Boby) je pravdivy v Strukture M, t.j., M F pes(Boby), lebo ob-
jekt i(Boby) = ¥ je prvkom mnoziny {y, w§} = i(pes).
Atom dal(Evka, Jarka, Cilka) je pravdivy v M, t.j., M E dal(Evka, Jarka, Cilka),
lebo (i(Evka), i(Jarka), i(Cilka)) = (&, §, %) € i(dal).
Atém Cilka = Boby nie je pravdivy v M, t.j., M E Cilka = Boby, lebo
i(Cilka) = 8} # ¥ = i(Boby).

1.4 Zhrnutie

Zhrnutie

+ Logika prvého radu je rodina formélnych jazykov.

« Kazdy jazyk logiky prvého rddu je dany neprazdnou mnoZinou indi-
viduovych kon§tdnt a mnoZinou predikatovych symbolov.
» Atomické formuly s zdkladnymi vyrazmi prvorddového jazyka.

- Postupnosti symbolov P(cy, ..., c,) (predikatové) a ¢; = ¢, (rov-
nostné).
- Zodpovedaju pozitivhym jednoduchym vyrokom o vlastnostiach,

stavoch, vztahoch, rovnosti jednotlivych pomenovanych objek-
tov.
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« Vyznam jazyku déava Struktiira — matematicky opis stavu sveta
- Sklada sa z neprdzdnej domény a z interpretacnej funkcie.
- KonStanty interpretuje ako prvky domény.
- Predikaty interpretuje ako podmnoZiny domény/relacie na do-

meéne.

« Pravdivost atému ur¢ime interpretovanim argumentov a zistenim, ¢i
je vyslednd n-tica objektov prvkom interpretacie predikatu, resp. pri
rovnostnom atéme, ¢i sa objekty rovnaju.
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2. prednaska
Vyrokovologické spojky a ohodnotenia

Rekapitulacia
Minuly tyzden sme si povedali:

« Co su symboly jazyka atomickych formul logiky prvého radu;
« Co su atomické formuly;

« Cosu Struktary:

modely stavu sveta,

neprazdna doména + interpretacnd funkcia,

kons$tanty oznacuju objekty,

predikaty oznacuju vztahy a vlastnosti;
« kedy st atomické formuly pravdivé v danej Strukture.
« Jazyk atomickych formul je oproti slovencine vel'mi slaby:.

« Mo6zu byt pravdivé vo velmi ¢udnych Struktarach.

2 Vyrokovologické spojky a ohodnotenia

Vyrokovologické spojky
Atomické formuly logiky prvého raidu méZeme spdjat do zloZitejSich tvr-
deni vyrokovologickymi spojkami.

« Zodpovedaju spojkam v slovencine, ktorymi vytvarame stvetia.

« Vyznamom spojky je vZdy boolovska funkcia, teda funkcia na pravdi-
vostnych hodnotéach spajanych vyrokov. Pravdivostnd hodnota zloZe-
ného vyroku zavisi iba od pravdivostnych hodno6t podvyrokov.

Priklad 2.1. Negécia, konjunkcia, disjunkcia, implikacia, ekvivalencia, ...
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Nevyrokovologické spojky

Negativny priklad
Spojka pretoze nie je vyrokovologicka.

Dokaz. Uvazujme o vyroku ,,Karol je doma, pretoZe Jarka je v Skole“.

Je pravdivy v situdcii: Je 18:00 a Karol je doma, aby Siel na prechadzku
s ich psom. Ten by inak musel ¢akat na Jarku, ktora sa zo Skoly vrati az
0 19:30.

Nie je pravdivy v situdcii: Jarka iSla rano do 8koly, ale Karol ostal doma,
lebo je chory. S Jarkinou pritomnostou v §kole to nesuvisi.

V oboch situécidch su vyroky ,,Karol je doma*“ aj ,,Jarka je v skole“ prav-
divé, ale pravdivostna hodnota zloZeného vyroku je rézna. Nezdvisi iba od
pravdivostnych hodnot podvyrokov (ale od existencie vztahu pricina-ndsledok
medzi nimi).

Spojka pretoZe teda nie je funkciou na pravdivostnych hodnotéach. O

2.1 Boolovské spojky

Negacia
Negdcia = je undrna spojka — m4 jeden argument, formulu.
Zodpoveda vyrazom nie, ,nie je pravda, Ze ... “, predpone ne-.
Lubovolne vnaratel'na.
Formula vytvorend negaciou sa nezdtvorkuje.
Okolo argumentu negacie nepriddvame zatvorky, ale moze ich mat on
sdm, ak to jeho Struktura vyZaduje.
Priklad 2.2.
—doma(Karol) Karol nie je doma.
—Jarka = Karol Jarka nie je Karol.
——-poslicha(Cilka)  Nie je pravda, Ze nie je pravda,
Ze Cilka neposlucha.

(odematiaral)) nespravna

- o syntax

Negacia rovnostného atomu
Rovnost nie je spojka, preto:
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@ - Jarka = Karol — Jarka nie je Karol.
@ - (Jarka = Karol )

Zatvorky su zbytocné, lebo Citanie ,,«Nie je pravda, Ze Jarka» sa rovnd Ka-
rol“ je nezmyselné:

1. Syntakticky: Negicia sa vztahuje na formulu. KonS$tanta nie je for-
mula, rovnost s oboma argumentmi je.

2. Sémanticky: Negdcia je funkcia na pravdivostnych hodnotach. Kon-
Stanty oznacuju objekty domény. Objekty nie st pravdivé ani neprav-
divé.

Dohoda 2.3. Formulu =7 = o budeme skratene zapisovat 7 # o.

Konjunkcia
Konjunkcia A je bindrna spojka.
Zodpoveda spojkam a, aj, i, tiez, ale, avSak, no, hoci, ani, ba (aj/ani), ...
Formalizujeme tiou zlu€ovacie, stupriovacie a odporovacie stvetia:

« Jarka je doma aj Karol je doma.
(doma(Jarka) A doma(Karol))

« Jarka je v Skole, no Karol je doma.
(v_skole(Jarka) A doma(Karol))

+ AniJarka nie je doma, ani Karol tam nie je.
(—~doma(Jarka) A =doma(Karol))

« Nielen Jarka je chord, ale aj Karol je chory.
(chory(Jarka) A chory(Karol))

ZloZenu formulu vzdy zdtvorkujeme.
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Formalizacia viacnasobnych vetnych c¢lenov konjunkciou
Zlucovacie viacnasobné vetné ¢leny tieZ formalizujeme ako konjunkcie:

« Jarka aj Karol st doma.
(doma(Jarka) A doma(Karol))

« Karol sa potkol a spadol.
(potkol_sa(Karol) A spadol(Karol))

« Jarka dostala Bobyho od mamy a otca.
(dostal(Jarka, Boby, mama) A dostal(Jarka, Boby, otec))

Podobne (jednoduché a viacnasobné zlucovacie) privlastky vlastnosti:

« Eismann je rusky Spion.
(Rus(Eismann) A spion(Eismann))

» Boby je maly cierny psik.
((maly(Boby) A ¢ierny(Boby)) A pes(Boby))

Stratené v preklade
Zlucovacie suvetia niekedy vyjadruja ¢asovu naslednost, ktora sa pri pria-

mociarom preklade do logiky prvého radu strdca:
« Jarka a Karol sa stretli a iSli do kina. (stretli_sa(Jarka, Karol) A
(do_kina(Jarka) A do_kina(Karol)))

« JarkaaKarol i§li dokina a stretli sa. ((do_kina(Jarka)Ado_kina(Karol)) A
stretli_sa(Jarka, Karol))

Disjunkcia

Disjunkcia V je binarna spojka, ktora zodpoveda spojkam alebo, ¢i v ink-
luzivnom vyzname (mozu nastat aj obe moznosti). Inkluzivnu disjunkciu
vyjadruje tieZ ,,alebo aj/i“ a Castice respektive, eventudlne, popripade, pri-

padne.
Disjunkciou formalizujeme vylucovacie suvetia s inkluzivnym vyznamom:

« Jarka je doma alebo Karol je doma.
(doma(Jarka) v doma(Karol))

35



+ Bobyho kupe Jarka, pripadne ho kupe Karol. (kipe(Jarka, Boby) Vv
kupe(Karol, Boby))

ZloZenu formulu vZdy zdtvorkujeme.
Formalizacia viacnasobnych vetnych ¢lenov disjunkciou

Viacnasobné vetné ¢leny s vylu¢ovacou spojkou (v inkluzivnom vyzname)
tieZ prekladdme ako disjunkcie:

+ Doma je Jarka alebo Karol. (doma(Jarka) v doma(Karol))
« Jarka je doma alebo v Skole. (doma(Jarka) Vv v_Skole(Jarka))

« Jarka dostala Bobyho od mamy alebo otca. (dostal(Jarka, Boby, mama)v
dostal(Jarka, Boby, otec))

» Boby je ¢ierny ¢i tmavohnedy psik. ((éierny(Boby)vtmavohnedy(Boby))A
pes(Boby))

Exkluzivna disjunkcia
Konstrukcie ,,bud’..., alebo...“, ,bud ..., bud ... “, ,alebo..., alebo...°
spravidla (v matematike vzdy) vyjadruja exkluzivnu disjunkciu.

3

« Bud je batéria vybitd alebo svieti kontrolka.

Exkluzivnu disjunkciu mézeme vyjadrit zloZitejSou formulou:

((vybita(batéria) v svieti(kontrolka)) A
—(vybita(batéria) A svieti(kontrolka))).

Niekedy aj samotné alebo spija moZnosti, o ktorych vieme, Ze su vza-
jomne vyluéné (na zaklade znalosti o fungovani domény alebo z kontextu):

« Jarka sanachddza doma alebo v $kole. (NemoZe byt sic¢asne na dvoch
miestach.)

Vid' Znalosti na pozadi dalej.

36



Jednoznaénost rozkladu

Formuly s bindrnymi spojkami st vZdy uzatvorkované. Daju sa jedno-
znacne rozlozit na podformuly a interpretovat.

Slovensk¢ tvrdenia so spojkami nie su vZdy jednoznacné:

« Karol je doma a Jarka je doma alebo je Boby Stastny.

© ((doma(Karol) A doma(Jarka)) V $tastny(Boby))
© (doma(Karol) A (doma(Jarka) V $tastny(Boby)))

« Karol je doma alebo Jarka je doma a Boby je Stastny.

© ((doma(Karol) v doma(Jarka)) A $tastny(Boby))

© (doma(Karol) v (doma(Jarka) A $tastny(Boby)))

Jednoznacnost rozkladu v slovencine
Slovencina ma prostriedky podobné zatvorkam:
« Viacnasobny vetny ¢len (+obaja, niekto z):
- Karol aj Jarka su (obaja) doma alebo je Boby Stastny.
((doma(Karol) A doma(Jarka)) Vv $tastny(Boby))
- Doma je Karol alebo Jarka a Boby je $tastny.
Niekto z dvojice Karol a Jarka je doma a Boby je Stastny.
((doma(Karol) v doma(Jarka)) A $tastny(Boby))
« Kombinécie spojok bud'..., alebo ...; alebo ..., alebo ...;qj..., qj...;
ani...,ani...;apod.

- Karol je doma a bud' je doma Jarka, alebo je Boby §tastny,
alebo jedno aj druhé.

(doma(Karol) A (doma(Jarka) V $tastny(Boby)))

- Alebo je doma Karol, alebo je doma Jarka a Boby je Stastny,
alebo aj aj. (doma(Karol) v (doma(Jarka) A $tastny(Boby)))
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Jednoznaénost rozkladu
AjKarolje doma, ajJarka je doma alebo je Boby Stastny. Aj Karol je doma,

aj Jarka je doma, alebo je Boby Stastny.
« Ma ¢iarka vplyv na vyznam tvrdenia?

» Chybovost pri ¢iarkach je vysokd, pravidl4 nie su jednoznaéné a v Case
sa menia.

« Priformalizacii pomédhaji dodato¢né znalosti (napr. o spolo¢nom fun-

govani Karola, Jarky, Bobyho).

Oblast platnosti negacie
Vyskyt negécie sa vztahuje na najkratsiu nasledujiicu formulu — oblast
platnosti tohto vyskytu.

+ ((-doma(Karol) A doma(Jarka)) V $tastny(Boby))
« (= (doma(Karol) A doma(Jarka)) V $tastny(Boby))

Argument negdcie je uzdtvorkovany prdve vtedy, ked je priamo vytvoreny
binarnou spojkou:

@ -~ ( doma(Karol) A doma(Jarka) )

© - (—~(doma(Karol) A doma(Jarka)))

Interakcia negacie s alebo v slovencine

Zamyslite sa 2.1
Ako by ste sformalizovali: ,,Doma nie je Jarka alebo Karol “?

A. (—~doma(Jarka) v =doma(Karol))

B. —(doma(Jarka) v doma(Karol))

Zvycajné chapanie v slovencine je A.
Formalizacii B zodpoveda ,,Nie je pravda, Ze je doma Jarka alebo Karol. “
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2.2 Implikacia

Implikacia

Implikécia — je binarna spojka pribliZzne zodpovedajtiica podmienkovému
podradovaciemu suvetiu ak ..., tak ....

Vo formule (A — B) hovorime podformule A antecedent a podformule B
konzekvent.

Formula vytvorena implikaciou je nepravdiva v jedinom pripade: antece-
dent je pravdivy a konzekvent nepravdivy.

t. Tomuto vyznamu nezodpovedaju vSetky suvetia ak ..., tak ...:

Napr. veta ,,Ak by Sarah prisla, Jim by prisiel tiez“ je nepravdiva, ked tfiou chceme pove-
dat, Ze si myslime, Ze i$li rovnakym autobusom, ale v skuto¢nosti Jim iSiel inym a zmeSkal
ho.

Implikacia plne nevystihuje pripady, ked ak ..., tak ... vyjadruje (neboolovsky) vztah
pri¢ina-nasledok (ako pretoZe).

Ked' ..., potom ... ma Casto vyznam Casovej naslednosti, ktory implikacia tieZ neposti-
huje.

Nutna a postacujlica podmienka
Implikaciu vyjadruju aj suvetia:
Jim pride, ak pride Kim. Jim pride, iba ak pride Kim.

Vedlajsie vety (pride Kim) su podmienkami hlavnej vety (Jim pride).
Ale je medzi nimi podstatny rozdiel:

Jim pride, ak pride Kim. Jim pride, iba ak pride Kim.
postacujuca nutnd
podmienka podmienka

Postacujtica podmienka
Jim pride, ak pride Kim.

+ Na to, aby priSiel Jim, sta¢i, aby prisla Kim.
« Teda, ak pride Kim, tak pride aj Jim.

« Nepravdivé, ked Kim pride, ale Jim nepride.
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+ Zodpoveda teda (pride(Kim) — pride(Jim)).

Vo vSeobecnosti:
A, ak B. w (B—> A)

Iné vyjadrenia:

« Jim pride, pokial pride Kim.
Nutna podmienka

Jim pride, iba ak pride Kim.
« Na to, aby priSiel Jim, je nevyhnutné, aby prisla Kim, ale nemusi to
stacit.

 Teda, ak Jim pride, tak pride aj Kim.

» Nepravdivé, ked Jim pride, ale Kim nepride.

» Zodpoveda teda (pride(Jim) — pride(Kim)).
Vo v§eobecnosti:

A, iba ak B. w> (A - B)

Iné vyjadrenia:

« Jim pride, iba pokial pride Kim.

+ Jim pride iba spolu s Kim.

« Jim nepride bez Kim.

Nutna a postacujica podmienka rukolapne
Urcite by sa vadm pécilo, keby z pravidiel predmetu vyplyvalo:

Z logiky prejdete, ak pridete na pisomnu aj ustnu skusku.
Stacilo by prist na obe Casti skusky a nebolo by nutné urobit nic iné.
Zial, z nasich pravidiel vyplyva:
Z logiky prejdete, iba ak pridete na pisomnu aj tstnu skusku.

Prist na obe Casti skusky je nutné, ale na prejdenie to nestaci.
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Suvetia formalizované implikaciou
(A — B) formalizuje (okrem inych) zloZené vyroky:

« Ak A, tak B.

Ak A, tak aj B.

+ Ak A, B.

Pokial A, [tak (aj)] B.

A, iba/len/jedine ak/pokial(/ked) B.
« A nastane iba spolu s B.

« A nenastane bez B.

B, ak/pokial(/ked) A.

2.3 Ekvivalencia

Ekvivalencia

Ekvivalencia <« vyjadruje, Ze tiou spojené vyroky majui rovnaku pravdi-
vostnu hodnotu.

Zodpoveda slovenskym vyrazom ak a iba ak; vtedy a len vtedy, ked'; prdve
vtedy, ked’; rovnaky ... ako...;taky ... ako....

« Jim pride, ak a iba ak pride Kim. (pride(Jim) < pride(Kim))
« Cislo n je parne prave vtedy, ked n? je parne. (parne(n) < parne(n?))

«+ Miiller je taky Nemec, ako je Stirlitz Rus. (Nemec(Miiller) < Rus(Stirlitz))

Ekvivalencia

Ekvivalencia (A < B) zodpoveda tvrdeniu, Ze A je nutnou aj postacuju-
cou podmienkou B.

Budeme ju preto povaZzovat za skratku za formulu

((A->B)A(B - A)).
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Dalsie spojky a vetné konstrukcie
V slovencine a inych prirodzenych aj umelych jazykoch sa daju tvorit aj
ovel'a komplikovanejs$ie podmienené tvrdenia:

« Karol je doma, ak je Jarka v Skole, inak ma Jarka obavy.

« Karol je doma, ak je Jarka v 8kole, inak méa Jarka obavy, okrem pripa-
dov, ked je s nim Boby.

Vyrokovologické spojky sa daju vytvorit aj pre takéto konstrukcie, ale vic-
Sinou sa to nerobi.

Na ich vyjadrenie stacia aj zdkladné spojky. Mohli by sme pre ne vymys-
liet oznacenia a povaZovat ich za skratky, podobne ako ekvivalenciu.

2.4 Spravnost a vernost formalizacie

Skuska spravnosti formalizacie

Spravnou formalizaciou vyroku je taka formula, ktord je pravdiva za tych
istych okolnosti ako formalizovany vyrok.

Formuly dokdZeme vyhodnocovat iba v Struktarach.

Preto za tych istych okolnosti znamena v tych istych Strukturach.

Vernost formalizacie
Vyrok ,,Nie je pravda, Ze Jarka a Karol sii doma*“ sa da sprdvne formali-
zovat ako
—(doma(Jarka) A doma(Karol)),

ale rovnako sprdvna je aj formalizacia
(—~doma(Jarka) v =doma(Karol)),

lebo je pravdiva v rovnakych Strukttarach.

Pri formalizacii sa snazime o spravnost, ale zaroven uprednostriujeme for-
malizécie, ktoré vernejsie zachytavaju Struktaru vyroku.

Zvysuje to pravdepodobnost, Ze sme neurobili chybu, a ulah€uje hl'ada-
nie chyb.

Prvé formalizicia je vernejsSia ako druh4, a preto ju uprednostnime.
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Znalosti na pozadi

Na praktickych cviceniach ste sa stretli so znalostami na pozadi (backg-
round knowledge): vzdjomna vylu¢nost vlastnosti je Nemec a je Rus, ktora
v ulohe nebola explicitne uvedena.

Uprednostiiujeme ich vyjadrovanie samostatnymi formulami.

Rovnaké dovody ako pre vernost.

Skutocné sucasti vyznamu a konverzacné implikatary
Niektoré tvrdenia vyznievaju silnejSie, ako naozaj su:

» ,,Prilohou st zemiaky alebo Salat“ moéze niekomu zniet ako exklu-
zivna disjunkcia.

« ,,Prejdete, ak vSetky tilohy vyrieSite na 100 %“ znie mnohym ako ekvi-
valencia.

Skuto¢nu cast vyznamu tvrdenia nemoéZeme popriet v dodatku k povod-
nému tvrdeniu bez sporu s nim.

» Ked k tvrdeniu ,,Karol a Jarka stt doma“ dodame ,,Ale Karol nie je
doma, “ dostaneme sa do sporu.

Takze ,,Karol je doma* je skutoCne ¢astou vyznamu pdvodného vy-
roku.

Skutoc¢né stcasti vyznamu a konverzacné implikattry

Cast vyznamu tvrdenia, ktord méZeme popriet dodatkami bez sporu s po-
vodnym tvrdenim, sa nazyva konverzacnd implikatira (H. P. Grice). Nie je
skuto¢nou c¢astou vyznamu pévodného tvrdenia.

« Prilohou su zemiaky alebo Salat. Ale méZete si (pol na pol alebo za
priplatok) dat aj oboje.

Dodatok popiera exkluzivnost, ale nie je v spore s tvrdenim. TakZe
exkluzivnost nie je sic¢astou vyznamu zdkladného tvrdenia, je to iba
konverzacna implikatura.
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« Prejdete, ak vSetky ulohy vyrieSite na 100 %. Ale nemusite mat vSetko
na 100 %, aby ste presli.

Dodatok popiera implikaciu ,,Prejdete, iba ak vsetky tilohy vyrieSite na
100 %, “ ale nie je v spore s pdvodnym tvrdenim. Tato implikacia teda
nie je skuto¢ne Castou vyznamu zdkladného tvrdenia, je to len kon-
verza¢na implikatura.

Formalizacia je tazka

« Jedna formula mo6Ze byt rozdelena do viac viet. Nech x je kladné re-
dlne. Potom x? > 0.

+ Niektoré tvrdenia st vnttorne vel'mi zloZité. Postupnost prvocisel uspo-
riadanych podla vel'kosti je rastuca.

« Existuju jazyky, kde pre niektoré logické spojky neexistuje slovo, vy-
uzivaju sa iné prvky gramatiky.

+ Logicku spojku obcas treba hadat z kontextu. It’s raining. The game
is cancelled. It’s raining and therefore the game is cancelled.

« Ajintonacia moZe ovplyvnit formalizaciu. I said I might go. I did not
say I am surely going, I only suggested the possibility.

Formalizacia je tazka
« Mnohé tvrdenia z praxe maju velmi daleko od idedlnych jazykovych

schém (¢i uz z hladiska aplikacie gramatickych pravidiel alebo for-
malizacie do presného jazyka).

»Na druhej strane si myslim, Ze Slovensko, niekedy Zial-
bohu a niekedy je to aj chvalabohu, Ze Zialbohu, na Slo-
vensku predsa len t4 pracovna sila je eSte stale lacnejSia
a teraz, chvalabohu, Ze je lacnejSia. “

« Jednotlivci maju svojské vnimanie jazykovych kon$truktov zaloZené
na ich osobnej histérii a niekedy sa nezhodnu. Trénovacie mnozZiny
pre AI modely tak st nekonzistentné a vysledok trénovania nemdZze
byt dokonaly.
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Formalizacia je tazka
Aj najlepSie sucasné Al systémy potrebuju s formalizaciou ludskt po-
moc. Z ¢lanku o AlphaGeometry (2025, parafrazované):

A major weakness is the need to manually transform input prob-
lems from natural language into a domain-specific language.
Automating this process is an active area of research. It is sig-
nificantly more complicated than translation between human
languages.

Formalization frequently requires re-formulating the original
problem into an alternative equivalent form, and disambigu-
ating the nuances in the original problem statement. Automa-
ted formalization thus demands significant background knowledge
and problem-solving skills on its own. Using Gemini prompts
containing examples obtained manually, we are able to forma-
lize 30 out of 39 formalizable IMO geometry problems.

2.5 Syntax vyrokovologickych formul

Syntax a sémantika formul s vyrokovologickymi spojkami

Podobne ako pri atomickych formulach, aj pri formulach s vyrokovolo-
gickymi spojkami potrebujeme zadefinovat — presne a zavdzne — ich syntax
(skladbu) a sémantiku (vyznam).

Niektoré definicie preberieme, iné rozSirime alebo modifikujeme, d'alSie
pridame.

Syntax vyrokovologickych formul logiky prvého radu Specifikuje:
« z ¢oho sa skladaju,
« ¢im su a aku maju Strukturu.
Symboly vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu

Definicia 2.4. Symbolmi jazyka £ vyrokovologickej casti logiky prvého radu
su:
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mimologické symboly, ktorymi su
« individuové konstanty z nejakej nepradzdnej spocitatelnej mno-
Ziny C,
« a predikdtové symboly z nejakej spocitatelnej mnoziny P ;

logické symboly, ktorymi su

« vyrokovologické spojky —, A, V, — (nazyvané, v uvedenom poradi, sym-
bol negdcie, symbol konjunkcie, symbol disjunkcie, symbol implikacie);

« a symbol rovnosti =;
pomocné symboly (,) a, (lava zatvorka, prava zatvorka a Ciarka).

Mnoziny €, a P, su disjunktné. Pomocné ani logické symboly sa nevys-
kytuju v symboloch z €, ani P,. KaZdému symbolu P € P, je priradend
arita ar;(P) € N*.

Atomické formuly
Definicia atomickych formul je takmer rovnaké ako doteraz:

Definicia 2.5. Nech £ je jazyk vyrokovologickej asti logiky prvého radu.

Rovnostny atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = c,, kde ¢;
a ¢, su individuové konstanty z C .

Predikdtovy atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(cy, ..., c,),
kde P je predikatovy symbol z P, s aritou n a cy, ..., ¢, st individuové
konstanty z C.

Atomickymi formulami (skratene atomami) jazyka £ sihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka £.

Mnozinu vSetkych atdmov jazyka £ oznacujeme A .

Co st vyrokovologické formuly?
Majme jazyk £, kde €, = {Kim, Jim, Sarah} a P, = {pride'}.
Co st formuly tohto jazyka?

« Samotné atéomy, napr. pride(Sarah).

+ Negdcie atomov, napr. —pride(Sarah).
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+ Atémy alebo aj ich negéacie spojené spojkou, napr. (—pride(Kim)vpride(Sarah)).

« Ale negovat a spajat spojkami mozeme aj zloZitejSie formuly, napr.
(=(pride(Kim) A pride(Sarah)) — (=pride(Kim) v —pride(Sarah))).

Ako to presne a uplne popiseme?
Co st vyrokovologické formuly?

Ako presne a uplne popiSeme, ¢o je formula?
Induktivnou definiciou:

1. Povieme, ¢o st zakladné formuly, ktoré sa nedaja rozdelit na mensie
formuly.

» Podobne ako baza pri matematickej indukcii.

2. OpiSeme, ako sa z jednoduch$ich formul skladaju zloZitejSie.

» Podobne ako induk¢ény krok pri matematickej indukcii.

3. Zabezpecime, Ze ni€ iné nie je formulou.

Formuly jazyka vyrokovologickej €asti logiky prvého radu

Definicia 2.6. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Mnozina & formil jazyka £ je (3.) najmensia mnozina postupnosti sym-
bolov, ktora spiiia vietky nasledujiice podmienky:

1. Kazdy atom z A je formulouz &,.

2.1. Ak A patri do £, tak aj postupnost symbolov —A patri do £, a nazy-

vame ju negdcia formuly A.

2.2. Ak AaBsuv &, tak aj postupnosti symbolov (AAB), (AVB)a(A —
B) patria do & a nazyvame ich postupne konjunkcia, disjunkcia a implikdcia
formul A a B.

Kazdy prvok A mnoziny € nazyvame formulou jazyka £.
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Dohody - Vytvorenie formuly

Dohoda2.7. Formuly oznacujeme meta premennymi A, B, C,X,Y,Z,podla
potreby aj s dolnymi indexmi.

Dohoda 2.8. Pre kazdu dvojicu formul A, B € &£, je zapis (A « B) skratka

za formulu ((A - B) A (B = A)).
Technicky (- « -): &, X &, — &, je funkcia na formulach definovana ako (A « B) =
((A = B) A (B — A)) pre kazdé dve formuly A a B.

Priklad 2.9. Ako by sme podla definicie 2.6 mohli dok4zat, Ze (—pride(Kim) —

(pride(Jim) v prl'de(Sarah))) je formula? Teda, ako by sme ju podla defini-
cie 2.6 mohli vytvorit?

Vytvarajlica postupnost

Definicia 2.10. Vytvdrajiicou postupnostou nad jazykom £ vyrokovologic-
kej Casti logiky prvého rddu je I'ubovolna kone¢nd postupnost A, ..., A,
postupnosti symbolov, ktorej kazdy ¢len

« jeatom z A, alebo

« mi tvar - A, pricom A je niektory predchadzajuci ¢len postupnosti,
alebo

+ md jeden z tvarov (A A B), (A V B), (A — B), kde A a B su niektoré
predchadzajace ¢leny postupnosti.

Wytvarajticou postupnostou pre X je l'ubovolnd vytvarajuca postupnost,
ktorej poslednym prvkom je X.

Indukcia (vzhladom) na konstrukciu formuly

Veta 2.11 (Princip indukcie na konS$trukciu formuly). Nech P je lubovolna
vilastnost formul (P C €. ). Ak plati sucasne

1. kazdy atém z A, md vlastnost P,
2.1. ak formula A madvlastnost P, tak aj ~A mad vlastnost P,

2.2. ak formuly A a B maju vlastnost P, tak aj kazdad z formul (A A B),
(AvV B)a (A — B)mavlastnost P,

tak vsetky formuly maju vlastnost P (P = E).
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Formula a existencia vytvarajlcej postupnosti

Tvrdenie 2.12. Postupnost symbolov A jevyrokovologickou formulou vt exis-
tuje vytvdrajiica postupnost pre A.

Osnova dokazu. (=) Indukciou na konstrukciu formuly
() Indukciou na dizku vytvarajiicej postupnosti O

vit skracuje ,,vtedy a len vtedy, ked'*.
Vyrokovologické formuly by sa dali alternativne zadefinovat ako postupnosti symbolov
jazyka £, pre ktoré existuje vytvarajtica postupnost nad £.

Vyhoda: Di#ka vytvérajucej postupnosti je &islo, tvrdenia o vietkych formuléch sa potom
daju dokazovat matematickou alebo tiplnou indukciou.

(Ne)jednoznaénost rozkladu formul vyrokovej logiky
Co keby sme zadefinovali ,,formuly* takto?

Definicia ,.,formul“ !
Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého rddu. Mnozina &,
»formul“ jazyka £ je (3.) najmensia mnozina postupnosti symbolov, ktora
spiia vSetky nasledujtice podmienky:

1. Kazdy atom z A je ,formulou“z &,.
2.1. Ak A patrido &, tak aj postupnost symbolov —A patrido &,.

2.2. Ak AaBsuv €&, tak aj postupnosti symbolovAAB,AVBaA — B
patriado &.

2.3. ak A patri do &, tak aj postupnost symbolov (A) jev ;.

Kazdy prvok A mnoziny €, nazyvame ,formulou® jazyka £.

Co znamen4 ,,formula“ (pride(Jim) — pride(Kim) — —pride(Sarah))?

Formulu by sme mohli ¢itat ako A = (pride(Jim) — (pride(Kim) —
—pride(Sarah))) alebo ako B = ((pride(Jim) — pride(Kim)) — —pride(Sarah)).

Citanie A hovori, Ze Sarah nepride, ak pridu Jim a Kim sac¢asne. To ne-
plati v prdve jednej situécii: ked vSetci pridu.

Citanie B hovort, Ze Sarah nepride, ak alebo nepride Jim alebo pride Kim.
To v8ak neplati v aspori dvoch rdznych situdcidch: ked pridu vSetci a ked
pride Sarah a Kim, ale nie Jim.
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Jednoznacnost rozkladu formil vyrokovej logiky
Pre nasu definiciu formul plati:

Tvrdenie 2.13 (o jednoznacnosti rozkladu). Pre kazdu formulu X € &,
vjazyku £ plati prave jedna z nasledujiicich moZnosti:

« Xjeatomz Ay.
« Existuje prdve jedna formula A € & takad, Ze X = -A.

« Existuju prave jedna dvojica formiuil A, B € &£ a jedna bindrna spojka
be A V,—}také Ze X = (A b B).

Problémy s vytvarajlicou postupnostou
Vytvérajuca postupnost popisuje konstrukciu formuly podl'a definicie for-
maul:
pride(Jim), pride(Sarah), —pride(Jim), pride(Kim),
—pride(Sarah), (—pride(Jim) A pride(Kim)),
((—pride(Jim) A pride(Kim)) — —pride(Sarah))
ale

« mdZe obsahovat ,,zbytocné“ prvky;

« nie jejasné, ktoré z predchadzajucich formul sa bezprostredne pouZziju
na vytvorenie nasledujucej formuly.

Akou ,,datovou Strukturou“ vieme vyjadrit konStrukciu formuly bez tychto
problémov?

Vytvarajlci strom
Konstrukciu si vieme predstavit ako strom:

((—pride(Jim) A pride(Kim)) — —pride(Sarah))

(—pride(Jim) A pride(Kim)) —pride(Sarah)
—pride(Jim) pride(Kim) pride(Sarah)
pride(Jim)
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Takéto stromy volame vytvdrajtice.

Ako ich presne a vSeobecne popiSeme — zadefinujeme?
Podobne ako sa definuje napr. binarny vyhl'adavaci strom.
Vytvarajuci strom formuly

Definicia 2.14. Vytvdrajiici strom T pre formulu X je bindrny strom obsa-
hujuci v kazdom vrchole formulu, pri¢om plati:

 vkoreni T je formula X,

« ak vrchol obsahuje formulu —A, tak ma prave jedno dieta, ktoré ob-
sahuje formulu A,

+ ak vrchol obsahuje formulu (A b B), kde b je jedna z binarnych spo-
jok, tak ma dve deti, pricom lavé dieta obsahuje formulu A a pravé
formulu B,

« vrcholy obsahujice atomy su listami.

Syntaktické vztahy formul
Uvazujme formulu:

((—pride(Jim) A pride(Kim)) — —pride(Sarah))
Ako nazveme formuly, z ktorych vznikla?
pride(Sarah), ~pride(Jim), (—pride(Jim) A pride(Kim)), ...
Ako nazveme formuly, z ktorych bezprostredne/priamo vznikla?
(—pride(Jim) A pride(Kim)) a -pride(Sarah)

Ako tieto pojmy presne zadefinujeme?
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Podformuly
Definicia 2.15 (Priama podformula). Pre vSetky formuly A a B:
« Priamou podformulou —A je formula A.

» Priamymi podformulami (A A B), (A Vv B) a (A — B) su formuly A
(lava priama podformula) a B (pravd priama podformula).

Definicia 2.16 (Podformula). Vztah byt podformulou je najmensia relacia
na formuléch spiiiajuca pre vSetky formuly X, Y a Z:

+ X je podformulou X.
+ Ak X je priamou podformulou Y, tak X je podformulou Y.

« Ak X je podformulou Y a Y je podformulou Z, tak X je podformu-
lou Z.

Formula X je vlastnou podformulou formuly Y prave vtedy, ked X je pod-
formulouY aX #Y.

Meranie syntaktickej zloZitosti formdil
Miera zlozitosti/velkosti formuly:
« Jednoducha: diZka, teda pocet symbolov
- Pocita aj pomocné symboly.

- Ni¢ nem4 mieru 0, ani atomy.
+ LepSia: pocet netrividlnych krokov pri konstrukcii formuly
- pridanie negicie,
- spojenie formul spojkou.
Tato lepSiu mieru nazyvame stuperi formuly.
Priklad 2.17. Akyje stupen formuly ((prl'de(Jim)v-'pn’de(Kim))/\ﬂ(prl'de(Sarah) - pt
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Meranie syntaktickej zloZitosti formdl
Ako stupeni zadefinujeme?
Podobne ako sme zadefinovali formuly — induktivne:

1. ur¢ime hodnotu stupna pre atomické formuly,

2. urcime, ako zo stupria priamych podformul vypoc¢itame stuperi z nich
zloZenej formuly.

Stupen formuly

Definicia 2.18 (Stupeii formuly). Pre vSetky formuly A a B a vSetky n,
ny, ny € N:

« Atomicka formula je stupria 0.
+ Ak A je formula stupria n, tak —A je stupria n + 1.

+ Ak Ajeformulastupnia n; a B je formula stupiia n,, tak (AAB), (AVB)
a(A - B)sustupnian; +n, + 1.

Definicia 2.18 (Stupen formuly presnejSie a symbolicky). Stuperi deg(X)
formuly X € &£, definujeme pre vSetky formuly A, B € £, nasledovne:

« deg(A)=0,ak A e A,
+ deg(—A) = deg(A) + 1,
+ deg((AAB)) = deg((AVB)) = deg((A — B)) = deg(A) +deg(B) + 1.

Indukcia na stupen formuly
Pomocou stupria vieme indukciu na konstrukciu formuly zredukovat na
$pecidlny pripad matematickej indukcie:

Veta 2.19 (Princip indukcie na stupen formuly). Nech P je [ubovolnd vlast-
nost formul (P C €. ). Ak plati sucasne

1. baza indukcie: kazZdd formula stupria 0 ma vlastnost P,

2. indukény krok: pre kazdu formulu X z predpokladu, Ze vietky formuly
mensieho stupria ako deg(X) maju vlastnost P, vyplyva, Ze aj X ma
vlastnost P,

tak vsetky formuly maju vlastnost P (P = E).
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2.6 Sémantika vyrokovologickych formuil

Sémantika vyrokovej logiky
Vyznam formul vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu popiSeme po-
dobne ako vyznam atomickych formul pomocou Struktiir.

Struktura pre jazyk
Definicia Struktury sa takmer nemeni:

Definicia 2.20. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Strukturou pre jazyk £ nazyvame dvojicu M = (D, i), kde D je Iubovolna
neprazdna mnozina nazyvana doména Struktury M; i je zobrazenie, nazy-
vané interpretacnd funkcia Struktary M, ktoré

+ kazdému symbolu konstanty ¢ jazyka £ prirad'uje prvok i(c) € D;
+ kazdému predikdtovému symbolu P jazyka £ s aritou n prirad'uje
mnozinu i(P) C D".
Pravdivost formuly v Struktire

Definicia 2.21. Nech M = (D, i) je Struktuara pre jazyk £ vyrokovologic-
kej casti logiky prvého radu. Relaciu formula A je pravdivad v struktiire M
(M E A) definujeme induktivne pre vietky arity n > 0, vietky predikdtové symboly P
s aritou n vietky konstanty c,, c,, ..., ¢,, a vietky formuly A, B jazyka £ nasledovne:

e M Ec; =c,vtti(e)) =i(cy),
o M E P(cy, ..., cp) Vit (i(cy), .., i(cy)) € i(P),

e ME-AVItMFE A,

ME(AAB)vtt M E A azirovenn M E B,

ME(AVB)vtt M E Aalebo M E B,
e« ME(A — B)vtt M ¥ A alebo M E B,

kde M ¥ A skracuje A nie je pravdivd v M.
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Vyhodnotenie pravdivosti formuly

Priklad 2.22 (Vyhodnotenie pravdivosti formuly v §trukture). Majme Struk-
taru M = (D, i) pre jazyk o party, kde D = {0, 1, 2, 3}, i(Kim) = 1, i(Jim) = 2,
i(Sarah) = 3, i(pride) = {1, 3}.

Formuly vyhodnocujeme podla definicie postupom zdola nahor (od até-
mov cez zlozitejSie podformuly k cielovej formule):

M E (=(pride(Jim) Vv —pride(Kim)) — —pride(Sarah))

ME —|(pr|’de(Jim‘) V —pride(Kim)) M K —|pr|"de(5arah)
M ¥ (pride(Jim) v —pride(Kim)) M E pride(Sarah)
TN |

M E pr?de(Jim) M E —lpr‘l'de(Kim) i(Sarah) ‘E i(pride)
i(Jim) & i(pride) M E prl"de(Kim) 3e{1,3}

2 ¢{1,3} i(Kim) € i(pride)

|
1e{1,3}

Vyhodnotenie pravdivosti formuly
Priklad 2.23 (Vyhodnotenie pravdivosti formuly v §trukture). Majme Struk-
taru M = (D, i) pre jazyk o party, kde D = {0, 1, 2, 3}, i(Kim) = 1, i(Jim) = 2,
i(Sarah) = 3, i(pride) = {1, 3}.
Vyhodnotenie pravdivosti m6zeme zapisat aj tabul'kou:
p() pK) -pK) (pU)v-pK) —(p()V-pK)
M K F E ¥ F

' pS) —p(S) (=(p()V-p(K)) — =p(S))
M E ¥ ¥
kde p = pride, K = Kim,J = Jima S = Sarah.

Vsimnite si, Ze v zahlavi tabulky je vytvarajica postupnost vyhodnoco-
vanej formuly.

Hladanie struktiry

55



Priklad 2.24 (N4jdenie Struktury, v ktorej je formula pravdiva). V akej Struk-
ture M = (D, i) je pravdiva formula M F (—|(pr|'de(Jim) V —pride(Kim)) —
—pride(Sarah))?

Na zodpovedanie je dobré postupovat podla definicie pravdivosti zhora
nadol (od cielovej formuly cez podformuly k atdmom):

M E (=(pride(Jim)v-pride(Kim)) — —pride(Sarah)) vtt M ¥ —(pride(Jim)v
—pride(Kim)) alebo M E —pride(Sarah) vtt M E (pride(Jim) v —pride(Kim))
alebo M ¥ pride(Sarah) vtt M E pride(Jim) alebo M E -pride(Kim) alebo
M ¥ pride(Sarah) vtti(Jim) € i(pride) alebo i(Kim) & i(pride) alebo i(Sarah) &
i(pride).

2.7 Teérie a ich modely

Tedrie v neformalnej logike
Medzi zakladnymi logickymi pojmami z ivodnej prednésky boli tedria
a model.

Neformalne je tedria sabor tvrdeni, ktoré pokladame za pravdivé.
Zvyc€ajne popisuju naSu predstavu o zakonitostiach platnych v nejakej ¢asti sveta a pozo-
rovania o jej stave.

Priklad 2.25. Méame troch novych zndmych — Kim, Jima a Sarah. Organi-
zujeme party a PO: chceme, aby na 1iu prisiel niekto z nich. Od spolo¢nych
kamaratov sme sa ale dozvedeli o ich poZiadavkach:

P1: Sarah nepride na party, ak pride Kim.
P2: Jim pride na party, len ak pride Kim.

P3: Sarah nepride bez Jima.

Vyrokovologické tedrie
V logike prvého raddu tvrdenia zapisujeme formulami. Tedriu preto bu-
deme chépat ako stibor (¢iZze mnozinu) formul.

Definicia 2.26. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Kazdu mnoZinu formul jazyka £ budeme nazyvat teériou v jazyku £.
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Priklad 2.27.

Tparty = {((pride(Kim) Vv pride(Jim)) v pride(Sarah)),
(pride(Kim) — —pride(Sarah)),
(pride(Jim) — pride(Kim)),
(pride(Sarah) — pride(Jim))}

Modely teérii

Neformalne je modelom tedrie stav vybranej Casti sveta, v ktorom st vSetky
tvrdenia v teorii pravdivé.

Pre logiku prvého radu stavy sveta vyjadruju Struktury.

Priklad 2.28 (Model tedrie o party).

M = ({k,j, s, e, h}, D),
i(Kim) = k, i(Jim) =, i(Sarah) = s,
i(pride) = {k,j, e};
M E ((pride(Kim) Vv pride(Jim)) V pride(Sarah))
M E (pride(Kim) — —pride(Sarah))
, . , . M ': Tparty
M E (pride(Jim) — pride(Kim))
M E (pride(Sarah) — pride(Jim))

Model tedrie

Definicia 2.29 (Model). Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky pr-
vého raddu a nech T je tedria v jazyku £ a M je Strukttra pre jazyk L.

Teoria T je pravdivd v M, skratene M E T, vtt kaZdd formula X z T je
pravdiva v M (teda M E X).

Hovorime tiez, ze M je modelom T.

Teoria T je nepravdivd v M, skradtene M F T, vtt T nie je pravdivd v M.

2.8 Vyrokovologické ohodnotenia

Nekonecne vela struktuar
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Logickymi dosledkami tedrie su tvrdenia, ktoré su pravdivé vo vSetkych
modeloch tedrie.

Tpary = {((pride(Kim) v pride(Jim)) Vv pride(Sarah)),
(pride(Kim) — —pride(Sarah)),
(pride(Jim) — pride(Kim)),
(pride(Sarah) — pride(Jim))}

Ale Strukttr je nekonecne vela a ak ma tedria jeden model, m4 aj neko-
necne vela dalSich:

My = (kishin) My =(kj,s,0,1Li) M =({2,4,6} 1))

i;(Kim) =k i1 (Kim) = k i'(Kim) = 2
ip(Jim) = i1(Jim) = i'(Jim) = 4
iy(Sarah) = s i/(Sarah) =s i (Sarah) = 6
i;(pride) = {k, j} i} (pride) = {k, j, 1} i)' (pride) = {2, 4}

Rozdiely modelov
V Com sa liSia a ¢o maju spolo¢né nasledujuce modely T, ?

My = ({k.j,s, e, h},i;) M, = ({1,2,3}, 1) M5 = ({kj, s}, i3)
i;(Kim) = k i,(Kim) =1 i;(Kim) = kj
i;(Jim) =j i»(Jim) = 2 iz(Jim) = kj
i;(Sarah) ='s i,(Sarah) = 3 i;(Sarah) = s

iy (pride) = {k.j, e} ix(pride) = {1,2} iz(pride) = {kj}

Lisia sa doménami aj v interpretaciach.
LiSia sa v pravdivosti rovnostnych atémov, napr. Kim = Jim.
Zhoduju sa na pravdivosti vSetkych predikatovych atébmov pride(Kim),
pride(Jim), pride(Sarah).
@ VT, na nicom inom nezdlezi.

Ohodnotenie atémov
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Z kazdej zo Struktar

My = (s, e, hl iy) M, = ({1,2,3} i) M; = (K, s} is)
i;(Kim) = k i,(Kim) =1 i3(Kim) = kj
i;(Jim) =j i,(Jim) = 2 iz(Jim) = kj
i;(Sarah) = s i,(Sarah) =3 i3(Sarah) = s
ir(pride) = {k, j, e} iy(pride) = {1, 2} i3(pride) = {kj}

mozZeme skonStruovat to isté ohodnotenie predikatovych atémov:

v(pride(Kim)) = ¢ lebo M; F pride(Kim),
v(pride(Jim)) =t lebo M; F pride(Jim),
v(pride(Sarah)) = f lebo M ; ¥ pride(Sarah).

Vsetky tieto Struktury (a nekonecne vel'a dalSich) vieme pri vyhodnocovani

formul jazyka £, nahradit tymto ohodnotenim.

Vyrokovologické formuly, teérie a ohodnotenia

Definicia 2.30. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Mnozinu vSetkych predikatovych atémov jazyka £ oznacujeme PA .
Vyrokovologickymi formulami jazyka £ nazveme vSetky formuly jazyka

L, ktoré neobsahujii symbol rovnosti. MnoZinu vSetkych vyrokovologickych

formul jazyka £ oznacujeme PE .

Definicia 2.31. Nech (f,t) je usporiadana dvojica pravdivostnych hodnot,
f # t, kde f predstavuje nepravdu a t predstavuje pravdu. Nech £ je jazyk
vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.

Vyrokovologickym ohodnotenim pre £, skratene ohodnotenim, nazveme
kazdé zobrazenie v: PA, — {f,t}.

Pravdivé formuly v ohodnoteni
Ako vyhodnotime, ¢i je formula pravdiva v nejakom ohodnoteni?
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Definicia 2.32. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
nech (f,t) su pravdivostné hodnoty a nech v: PA, — {f,t} je vyroko-
vologické ohodnotenie pre £. Relaciu vyrokovologicka formula A je prav-
divd v ohodnoteni v (v F, A) definujeme induktivne pre vSetky predikatové
atomy a a vSetky vyrokovologické formuly A, B jazyka £ nasledovne:

« VEyavttu(a) =t,

. vl:p —-Avttvlfp A,

vF, (AAB)vttv F, Aazaroven v F, B,

vE, (AVB)vttv F, Aalebov Fj B,
« VF, (A—> B)vttv ¥, Aalebov F; B,

kde vit skracuje viedy a len viedy a v ¥, A skracuje A nie je pravdivd vo v.

Vyhodnotenie formuly v ohodnoteni
Priklad 2.33. Vyhodnotme formulu

X = ((pride(Jim) v —pride(Kim)) — pride(Sarah))
vo vyrokovologickom ohodnoteni
v = {pride(Kim) — t, pride(Jim) — ¢, pride(Sarah) — f}
zdola nahor:

‘p(Kim) p(Jim) p(Sarah) -p(Kim) (p(Jim)V —p(Kim)) X
¥ ¥ 4

v‘l= E E

p p p p p p

pride sme skratili na p.

Ohodnotenie zhodné so struktirou

Definicia 2.34. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
nech M je Struktura pre £, nech (f, t) sa pravdivostné hodnoty,v : PA, —
{f,t} je vyrokovologické ohodnotenie pre £ a S C PA, je mnoZina predi-
katovych atomov.
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Ohodnotenie v a Struktura M su navzijom zhodné na S vtt pre kazdy
predikatovy atom A € S plati

V(A) =t vtt M E A.

Ohodnotenie v a Struktira M su navzdjom zhodné vtt st zhodné na PA .

Konstrukcia ohodnotenia zhodného so Strukttirou
Ohodnotenie zhodné so §trukturou zostrojime I'ahko:

Tvrdenie 2.35. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého rddu,
nech M je Struktira pre £ a (f,t) su pravdivostné hodnoty. Zobrazenie v :
PA; — {f,t}definované pre kazdy atom A € PA nasledovne:

t, akMEA,
v(A) =
f, akMEA

je vyrokovologické ohodnotenie zhodné s M.

Dokaz. Pre kazdy atom A € PA, musime dokazat, Zze v(A) = t vit M E A:
(<) Priamo: Ak M E A, tak v(A) = t podla jeho definicie v leme.
(=) Nepriamo: Ak M ¥ A, tak v(A) = f podla jeho definicie v leme,
apretozet # f,tak v(A) # t. O

DokaZeme zostrojit aj Struktiru z ohodnotenia, aby boli zhodné?
Priklad 2.36 (Konstrukcia Struktury zhodnej s ohodnotenim). Nech £ je
jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu, kde €, = {Kim, Jim, Sarah}
a P, = {pride}.

Nech v je vyrokovologické ohodnotenie pre £, kde

v(pride(Kim)) = ¢t v(pride(Jim)) =t v(pride(Sarah)) = f

Zostrojme Struktdaru pre £ zhodnu s v.
Moznostou, ktort I'ahko zovSeobecnime na vSetky jazyky, je pouZit ako
doménu mnoZinu konstant:

M = ({Kim, Jim, Sarah}, i)

—_—
Cg
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Kazdu konStantu interpretujeme tiou samou:
i(Kim) = Kim i(Jim) = Jim i(Sarah) = Sarah
predikat pride ako mnozZinu tych ¢, pre ktoré v(pride(c)) = t:

i(pride) = {Kim, Jim}

Konstrukcia struktiry zhodnej s ohodnotenim
Ako zostrojime Struktdru zhodnt s ohodnotenim pre hocijaky jazyk?

Tvrdenie 2.37. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého rddu,
nech (f,t) su pravdivostné hodnoty a v : PA, — {f,t} je vyrokovologické
ohodnotenie pre C.

Nech M = (D, i) je Struktura pre £ s doménou D = C a interpreta¢nou
funkciou definovanou pre vsetky n > 0, vSetky konstanty c a vsetky predika-
tové symboly P € P s aritou n takto:

ilc)=c
i(P) ={(cy,..-,cn) € C | U(P(cy, e rC0)) = 1}

Potom M je zhodnd s v.

Struktdram zo syntaktického materialu sa hovori herbrandovské.
Zhoda ohodnotenia a Struktury je definované iba na atémoch.
Ako sa spravaju na zlozitejSich formulach?

Zhoda na vsetkych vyrokovologickych formulach

Tvrdenie 2.38. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého rddu,
M je Struktura pre £ a v je vyrokovologické ohodnotenie pre £ zhodné s M.
Potom pre kazdu vyrokovologicku formulu X € P& plati, Ze v F, X vit
MEX.

Dokaz (indukciou na konstrukciu formuly). 1.1: Nech X je rovnostny atom.
Potom nie je vyrokovologickou formulou a tvrdenie pren trividlne plati.

1.2: Nech X je predikatovy atom. Potom v Fp X vit v(X) = ¢ vit M F X
podla def. zhodnosti v a M.
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2.1: Indukény predpoklad: Nech tvrdenie plati pre formulu X. DokaZzme
tvrdenie pre ~X. Ak X neobsahuje symbol rovnosti =, potom v F, =X vitt
(podla def. F,) v ¥, X vtt (podla IP) M ¥ X vtt (podla def. F) M F 2X. Ak X
obsahuje =, =X ho obsahuje tieZ, teda nie je vyrokovologick4 a tvrdenie pre
nu plati trivialne.

2.2: IP: Nech tvrdenie plati pre formuly X a Y. DokdZme ho pre (X A Y),
(XVY), (X - Y). Ak X alebo Y obsahuje =, tvrdenie plati pre (X A Y),
(X VY), (X — Y) trividlne, lebo nie su vyrokovologickeé.

Nech teda X ani Y neobsahuje =. Potom plati v F, (X — Y) vttv F, X
alebo v Fj, Y vtt (podla IP) vit M ¥ X alebo M F Y vit M F (X — Y).

Dalejv b, X AY)vttvk, Xavk, Y vtt(podlaIP) vit M EXaM EY
Vit M E(X AY).

Nakoniec v F, (X VY)vttv F, X alebo v F, Y vit (podla IP) vit M F X
alecbo M EY Vit M E(X VY). O
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3. prednaska
Vyrokovologické vyplyvanie,
sémantické vlastnosti formul a ekvivalencia

Rekapitulacia
Minuly tyzdeti sme hovorili o tom,

« Co st vyrokovologické spojky,

« ako zodpovedaju slovenskym spojkam,

« Co st symboly jazyka vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
« o st formuly tohto jazyka,

+ kedy st formuly pravdivé v danej Strukture.

« Co je vyrokovologicka tedria a jej model,

« ako zjednodusime Struktury na vyrokovologické ohodnotenia.

3 Vyrokovologické vyplyvanie

Logické dosledky
Na 1. prednaske:

« Hovorili sme o tom, Ze logiku zaujima, o a pre€o su zdkonitosti sprav-
neho usudzovania.

« Spravne usudky odvodzuju z predpokladov (tedrii) zavery, ktoré su
ich logickymi dosledkami.

» Logickymi ddésledkami teérie st tvrdenia, ktoré st pravdivé vo vsetkych
modeloch teorie.

64



Minuly tyZdeni sme zacali pracovat s vyrokovologickou castou logiky pr-
vého radu.

Uz vieme, €o su v nej tedrie a modely.

Co su logické dosledky?

3.1 Vyrokovologické teérie a modely

Vyrokovologické tedrie
Vratme sa naspit k teéridm, modelom a vyplyvaniu.

Definicia 3.1. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
KaZzda mnoZinu vyrokovologickych formul jazyka £ budeme nazyvat vyro-
kovologickou tedriou v jazyku L.

Priklad 3.2. Vyrokovologickou tedriou je

T party = {((pride(Kim) Vv pride(Jim)) Vv pride(Sarah)),
(pride(Kim) — —pride(Sarah)),
(pride(Jim) — pride(Kim)),
(pride(Sarah) — pride(Jim))},

ale nie
Tparty U {Kim = Sarah}.

Priklad vyrokovologického modelu

Priklad 3.3 (Vyrokovologicky model tedrie o party).

v = {pride(Kim) - ¢, pride(Jim) ~ t, pride(Sarah) - f}
v Fp ((pride(Kim) v pride(Jim)) v pride(Sarah))
v E, (pride(Kim) — —pride(Sarah))

v kp (pride(Jim) — pride(Kim))
v F,, (pride(Sarah) — pride(Jim))

v I=p Tparty
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Vyrokovologicky model

Definicia 3.4 (Vyrokovologicky model). Nech £ je jazyk vyrokovologickej
Casti logiky prvého rddu a nech T je tedria vjazyku £ a v je vyrokovologické
ohodnotenie pre jazyk £.

Teoria T je pravdivd v ohodnoteni v, skratene v F, T, vtt kazdd formula X
z T je pravdiva vo v (teda v F, X pre kazdu X € T).

Hovorime tieZ, Ze v je vyrokovologickym modelom T.

Teoria T je nepravdivd vo v, skratene v ¥, T, vtt T nie je pravdiva vo v.

Zrejme v F, T vttv ¥, X pre nejaku X € T.

Model tedrie, splnitelnost a nesplnitelnost

Definicia 3.5 (Splnitel'nost a nesplnitelnost). Teoria je vyrokovologicky spl-
nitel'nd vtt mé asporn jeden vyrokovologicky model.

Teodria je vyrokovologicky nesplnitelnd vtt nema Ziaden vyrokovologicky
model.

Zrejme teoria nie je splnitelna vtt ked je nesplnitelna.

Priklad 3.6. Tp,ry je evidentne splnitelna.

3.2 Vyplyvanie, nezavislost a nesplnitelnost

Vyrokovologické vyplyvanie

Ak st mnoZiny konS$tant a predikatovych symbolov jazyka konecné, ja-
zyk ma konecne vela predikatovych atdbmov a teda aj konecne vel'a ohodno-
teni.

UvaZovat o vSetkych ohodnoteniach a modeloch teérie nie je také odstra-
Sujuce. Napriklad si l'ahSie predstavime logicky dosledok:

Definicia 3.7. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
anech T je vyrokovologicka tedria a X je vyrokovologicka formula, obe v ja-
zyku L.

Formula X je vyrokovologickym dosledkom teorie T vtt pre kazdé ohod-
notenie v pre jazyk £ plati, Ze ak v F, T, tak v F, X.

Hovorime tiez, Ze X vyplyva z T a piSeme T &, X.

Ak X nevyplyvazT, piSeme T ¥, X.
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Priklad vyrokovologického vyplyvania

Priklad 3.8. Vyplyva pride(Kim) vyrokovologicky z T, ? PretoZe vieme vy-

menovat vSetky ohodnotenia pre £

party>

zistime to l'ahko:

Ui

((p(K) v p()) [(P(K) = |(p(J) = | (p(S) —

p(K) p(J) p(S) vp©S) | )| pK)) P()) | Tparty | P(K)
o| f f f Fp Fe
vl f f ot Ep Ep Fp K, K,
vl f ot f Fo Fp ¥, ¥,
vs| f ot ot Fo Fp ¥, ¥,
vl t f f Fp Fp Fp Fp Eo | Fp
vs| t f ot Fp ¥y E,
ve| t t f Ep Fp Fp Fp Fo | Ep
vttt Fp K, ¥,

Skratili sme pride na p, Kim na K, Jim na J, Sarah na S.

Logicky zdver: Formula pride(Kim) vyrokovologicky vyplyva z T

party-

Prakticky zaver: Aby boli vSetky poziadavky splnené, Kim musi prist na
party.

Priklad nezavislosti

Priklad 3.9. Vyplyva pride(Jim) vyrokovologicky z Tpariy?

o ((p(K) v p()) | (p(K) = | (p(J)) = | (p(S) =

p(K) p(J) p(S) vpS)| -S| p(K) P)) | Tparty | P()
wi S f Fp o
v| f f ¢ Ep Ep Ep | K
vn| f ¢t f Ep Ep Ep Ep
vs| f ot ot Ep Ep Fo Ep
v| t f f Ep Ep Ep | B | K
vs| ¢t f ot Ep K Eb
ve| t t f Ep Ep E, | B |
vttt Fp K, Ep

Logicky zaver: Formula pride(Jim) nevyplyva z T
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Vyrokovologicka nezavislost
Vztahu medzi pride(Jim) a T,y hovorime nezdvislost.

Definicia 3.10. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
anech T je vyrokovologicka tedria a X je vyrokovologickd formula, obe v ja-
zyku £.

Formula X je vyrokovologicky nezavisld od tedrie T vtt existuju také ohod-
notenia vy a v, pre jazyk £, Ze vy F, T aj v, F, T, ale vy ¥, X av, F, X.

Priklad 3.11 (pokracovanie prikladu 3.9). Logicky zdver: Formula pride(Jim)
je nezdvisld od T,y

Prakticky zaver: VSetky poziadavky budt naplnené bez ohladu na to, ¢i
Jim pride alebo nepride na party. Nie je nutné, aby bol pritomy ani aby bol
nepritomy. M6Ze, ale nemusi prist. Jeho pritomnost od poziadaviek nezavisi.

Priklad vyplyvania negacie

Priklad 3.12. Je pride(Sarah) vyrokovologickym dosledkom T/, alebo ne-
zavisla od Tpary?

i ((p(K) v p) [(P(K) = |(p(J) = |(p(S) —

p(K) p(J) p(S) vpS) | -pS)| pK)) PM)) | Tparty | P(S)
Vo f f f ]’fp #p
v | f f ot Fo Fo Fp K, ¥y
vl f ot f Fp Fp K, K,
vs| f Ot ot Fp Fp ¥y ¥y
vl t f f Fo Fo Fp Fo Fo | Bp
vs| t  f Ot Fp ¥p ¥y
ve| t t f Fp Fp Fp Fp Fo | Bp
vttt Fp o ¥y

Logicky zdver: Formula pride(Sarah) nevyplyva z Ty, ale ani nie je nezd-

visla od T payty-

Vyplyvanie negacie

Tvrdenie 3.13. Nech L je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
a nech T je splnitel'nd vyrokovologickd teoria a X je vyrokovologickd formula,
obev jazyku L.
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Formula X nevyplyva z teérie T a nie je vyrokovologicky nezdvisla od T vit
X vyplyva z T.

Priklad 3.14 (pokracovanie prikladu 3.12). Logicky zdver: Z Tpary Vyplyva
—pride(Sarah).

Prakticky zaver: Aby boli vSetky poZiadavky naplnené, Sarah nesmie prist
na party.

Vztahy tedérii a formul
Medzi ohodnotenim a formulou su iba dva vzdjomne vylucné vztahy:

Bud v Fp X, alebo v ¥, X.

Medzi tedriou a formulou je viac moznych vztahov:

existuje v také,
Ze v I=p Tav I=p X

pre vSetky v,
akv Fp T,takvlpr

existuje v také,

2ev|:pTav}pr

pre vSetky v,

aka:pT,takv Fp X

Nesplnitelna tedria

X jenezavislaod T
TEF,XaT F, X

TE,XaT ¥, X

TE,~XaT ¥, X

T je nesplnitelnd
TE,XaTEF, X

Priklad 3.15. Je teéria T}’)arty = Tparty U {(—pride(Sarah) — —pride(Kim))}
splnitelna?
. (p(K)
! vp() | (p(K) = [(pU) = | (P(S) = | (7p(S) —
p(K) p(J) p(S)| vr(S)| -—p(S) p(K)) p(J)) —p(K)) T;arty
vl f f f o Ep
v| f f t Fp |=p |=p l’fp l’fp
vy| f t f Fp Fp ¥y ¥y
vl f ot | K Ep Ko Ko
Uy| t f f Fp Fp Fp Fp Ey ¥y
vs| ¢ f ot | K Ep Ko
ve| t ot f| K Ep Ep Ep £, Fo
vttt Fp ¥y o
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Logicky zaver: T},)arty je nesplnitelna, vyplyva z nej kazd4 formula.
Prakticky zdver: T;arty nemd praktické dosledky, lebo nevypoveda o Ziad-
nom stave sveta. Na jej zaklade nevieme rozhodniit, kto musi alebo nesmie

prist na party.
Vyplyvanie a nesplnitelhost
Nesplnitelnost ale nie je neuzitocna vlastnost.

Tvrdenie 3.16. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu
a nech T je splnitel'nd vyrokovologicka teéria a X je vyrokovologickd formula,
obev jazyku L.

Formula X vyrokovologicky vyplyva z teérie T vtt TU{~X} je vyrokovologicky
nesplnitelnd.

Podla tohto tvrdenia sa rozhodnutie vyplyvania d4 zredukovat na rozhod-
nutie splnitel'nosti.
Vyrokovologicku splnitelnost rozhoduje SAT solver.

Mnozina atomov formuly a teodrie

Definicia 3.17. MnoZinu atomov atoms(X) formuly X € &, definujeme
pre vSetky formuly A, B € £, nasledovne:

+ atoms(A) = {A}, ak A je atom,
« atoms(—A) = atoms(A),

« atoms((A A B)) = atoms((A Vv B)) = atoms((A — B)) = atoms(4) U
atoms(B).

MnoZinou atémov tedrie T je

atoms(T) = U atoms(X).
XeET
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Ohodnotenia zhodné na atémoch teérie

Definicia 3.18. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
nech M C PA .. Ohodnotenia v, a v, sa zhodujii na mnozine M vtt v;(A) =
U,(A) pre kazdy atbm A € M.

Tvrdenie 3.19. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Pre kazdui vyrokovologickii teoriu T a formulu X jazyka £ a vsetky ohodnote-
nia v, a v,, ktoré zhoduju na mnoZine atoms(T) U atoms(X) plati

s U R Tty Ry T,

« U Fp Xvtto, By X

Ohodnotenia postacujtice na skimanie teorii

Inak povedané: Pravdivost formuly/tedrie v ohodnoteni zavisi iba od prav-
divostnych hodnot tych atomov, ktoré sa v nej vyskytuju.

TakZe na zistenie vyplyvania, nezavislosti, splnitelnosti sta¢i preskimat
vSetky ohodnotenia, ktoré sa liSia na atdbmoch vyskytujiicich sa vo formule
a teorii.

Pokial je tedria je konecnd, staci skiumat konecne vela ohodnoteni, aj
keby bol jazyk nekonecny. (A podla vety o kompaktnosti ak mame nejaky
spor v nekonecnej tedrii, ndjde sa spornd konec¢na podmnozina.)

Doékaz indukciou na konstrukciu formuly

(1) X je vyrokovologicka formula jazyka £

(2) v, av, st ohodnotenia zhodné na atoms(X) bog By Xvito, Fp X

Baza: X je atom.
(3) X predikatovy atbm  podla 1l
(4) v By Xvttv(X) =t def. pravdivosti
(3) vy Fy X vttvy(X) =t def. pravdivosti
6) VX)) =0v,X) podla 2
U Fp X Vit v, By X podla 4,5, 6
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Doékaz indukciou na konstrukciu formuly

(1) Z je vyrokovologickd formula jazyka £

(2) v, av, st ohodnotenia zhodné na atoms(Z2) Yo By Zvito, By 2

Ind. krok pre —: Formula v tvare Z = =X.
(IP) Tvrdenie plati pre X
(3) vy, v, sazhoduju na atoms(X) 2, atoms(—X) = atoms(X)

(4) vk, Xvtto, Fp X 3,IPpreZ=X
(5) v Fp X vtto; By X def. Fp
(6) vy Fp X Vit Ky X def. Fj,
(7) v F, X vtto, Bp X 4, def. ¥,
U; I=p —X vtt v, I=p X 5,6,7

Doékaz indukciou na konstrukciu formuly

(1) Z je vyrokovologicka formula jazyka £

(2) v, av, st ohodnotenia zhodné na atoms(Z) Yo By Zvitoy By 2

Ind. krok pre A: Formula vtvare Z = (X A Y).
(IP) Tvrdenie plati pre X ajpre Y
(3) atoms((X AY)) = atoms(X) U atoms(Y) def. atoms

(4) vy, v,y sazhoduju na atoms(X) 2,3
(5) vk Xvtto, Fp X 4,IPpreZ=X
(6) v, v, sazhoduju na atoms(Y) 2,3
(7) vk Yvito, Fp Y 6,IPpreZ=Y
8 ik, XAY)Vttv FyXav F, Y def. F,
9 vF,XAY)Vitv, Fy, Xav, F, Y def. F,

U Fp XAY)Vitv, By (X AY) 5,7,8,9

Doékaz tvrdenia 3.19 (eSte raz, vo vetdch). Tvrdenie dokaZzeme indukciou na
konstrukciu formuly:

1.1. Ak X je rovnostny atém, nie je vyrokovologickou formulou a tvrdenie
preni plati trividlne.

1.2. Nech X je predikatovy atom. Zoberme l'ubovolné ohodnotenia v,
a vy, ktoré sa zhoduju na atoms(X), teda na samotnom X. Podl'a definicie
pravdivosti plati v, F, X vtt v,(X) =t vtt v,(X) = £ vt v, F, X.
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2.1 Indukény predpoklad (IP): Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre for-
mulu X. DokdZzme ho pre =X. Zoberme l'ubovolné ohodnotenia v; a v,
ktoré sa zhoduju na atoms(—X). Pretoze atoms(—X) = atoms(X), v; a v, sa
zhoduju na atoms(X), a teda podla IP v, F, X vtt v, F, X. Preto v; F, =X
vtt (def. Fp) vy ¥y X vtt (IP) v, Ky X vit (def. Fp) v, Fp X

2.2 Indukény predpoklad (IP): Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre for-
muly X a Y. Dokdzme ho pre (X A Y). Zoberme I'ubovolné ohodnotenia
Uy a U,, ktoré sa zhoduju na atoms((X A Y)). PretoZe atoms((X A Y)) =
atoms(X) U atoms(Y), v; a v, sa zhoduju na atoms(X), a teda podla IP
vy Fp X vttv, F, X; tiez sa zhoduju na atoms(Y), a teda podla IP v, Fj, Y vtt
vy Fp Y. Preto vy Fp (X AY) vit(def. Fp) v Fp Xav, Fp Y vt (IP) v, Fp X
av, Fy Yvtt(def. Fp) v, F, (X AY).

Podobne postupujeme pre dalSie binarne spojky. O

4 Sémantické vlastnosti a vztahy formul

4.1 Tautologie, splnitelné, falzifikovatelné a nesplnitelné formuly

Logické dosledky prazdnej tedrie

Tvrdenie vyplyva z nejakej tedrie (je jej logickym dosledkom), ked je prav-
divé v kazdom modeli tedrie, teda v kaZzdom stave sveta, v ktorom st prav-
divé vSetky tvrdenia teorie.

Co ked je tedria prazdna?

« Je pravdiva v kaZdom stave sveta.
« Jej logické dosledky su teda tieZ pravdivé v kazdom stave sveta.
NavySse:

+ KaZzdy model hocijakej neprdzdnej teérie T je aj modelom prazdnej
teorie.

« Logické dosledky prazdnej teodrie su v riom pravdivé.
« Preto su aj logickymi dosledkami T.

Logické dosledky prazdne;j tedrie st teda dosledkami vSetkych teorii.
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Priklady logickych dosledkov prazdnej tedrie
Existuju vobec logické dosledky prazdnej tedrie?
Ano, napriklad:
« pre kazdu konStantu c je pravdivé tvrdenie ¢ = c;

+ pre kazdy atom A je pravdivé (A v —A).

PretoZe su pravdivé bez ohl'adu na tedriu a st pravdivé v kazdom stave
sveta, su logickymi pravdami a su nutne pravdivé.

Rozpoznatelné logické pravdy
Jazyk a spOsob pohladu na stavy sveta ovplyvriuje, ktoré logické pravdy
dokaZeme rozpoznat:

» ¢ =caj(AV-A)supravdivé v kazdej Strukture.

« Vyrokovologické ohodnotenia sa nezaoberajui rovnostnymi atdbmami.
Pomocou nich nezistime, Ze ¢ = c je nutne pravda. Ale zistime, Ze (AV
—A) pre kazdy predikdtovy atdm A je pravdivé v kazdom ohodnoteni,
a teda je nutne pravdou.

Logickym pravddam, ktorych nutna pravdivost dokdzeme urcit rozborom
vSetkych vyrokovologickych ohodnoteni, hovorime fautologie.

Priklad tautolégie
Priklad 4.1 (Peirceov zakon). Majme jazyk £ s C, = {a,b}, P, = {p'}. Je
formula X = (((p(a) — p(b)) — p(a)) — p(a)) tautologiou?

Oznatme A = p(a)aB = p(b),teda X = (((A - B) > A) - A)
a preskumajme vSetky vyrokovologické ohodnotenia tychto atémov:

U; X

A B (A-B) (W-B)—-A) ((W-B)—A)-A)
vo f f Fp ¥y Fp
v, f t Fp ¥y o
v, t f ¥, Fp Fp
U3 t t |=p ':P |:p
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Pretoze X je pravdiva vo vSetkych ohodnoteniach pre £, X je tautolégiou.

Tautolégia

Definicia 4.2. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologicka formula. Formulu X nazveme tautologiou (skra-
tene =, X) vtt X je pravdivd v kazdom vyrokovologickom ohodnoteni v
pre £ (teda pre kazdé vyrokovologické ohodnotenie v pre £ plati v F, X).

A A, X
50 ; ; ';P Definicia vyzaduje preverit v§etky mozné ohodno-
) v By
Uk t f |:p

tenia, ale podla 3.19 staci preverovat ohodnotenia atomov vyskytujiicich sa
vo formule:

Désledok 4.3. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu
a nech X je vyrokovologickd formula jazyka £. Formula X je tautoldgiou
vit X je pravdivd v kazdom vyrokovologickom ohodnoteni v : atoms(X) —

{f.
Tautolégie a vyplyvanie

Tvrdenie 4.4 (Tautoldgie, vyplyvanie a jeho monotdnnost). Nech £ je jazyk
vyrokovologickej casti logiky prvého radu. Nech A je vyrokovologicka formula
v L. Nech T; a T, su vyrokovologické tedrie v £. Potom:

a) F, A (A je tautoldgia) vit @ =, A (A vyplyva z prazdnej teorie).
b) T\ Fy AaT, C Ty tak T, Fp A.
¢) Fp Avit pre kazdu teériuTv £, T F, A.

Vlastnosti b) hovorime monotonnost: pridavanim d'alSich formul do te-
orie nemozno zrusit platnost jej dosledkov.
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,Geografia“ formul podla pravdivosti vo vsetkych ohodnoteniach
Tautoldgie (vZdy pravdivé) a kontradikcie (vZdy nepravdivé) su ,,vynimocné “
formuly. Vicsina formul je kdesi medzi tymito extrémami.

Splnitelné Falzifikovatelné
existuje v, v Fp X existuje v, v F, X

Tautologie Splnitelné aj Nesplnitelné

v F, X pre vSetky v falzifikovatelné v K, X pre vSetky v

Obrazok podla [ ]

Splnitelnost

Kym tautologie su nutne pravdivé, teda pravdivé vo vietkych ohodnote-
niach, mnohé formuly iba mozZu byt pravdivé, teda su pravdivé v niektorych
ohodnoteniach.

Nazyvame ich splnitelné.

Definicia 4.5. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologickd formula. Formulu X nazveme splnitelnou vtt
X je pravdivd v nejakom vyrokovologickom ohodnoteni pre £ (teda existuje
také vyrokovologické ohodnotenie v pre £, Ze v Fy X).
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Falzifikovatelnhost

Narozdiel od tautologii, ktoré st nutne pravdivé, a teda nemoézu byt nepravdivé,
mnohé formuly moZu byt nepravdivé, teda su nepravdivé v niektorych ohod-
noteniach.

Nazyvame ich falzifikovatelné.

Definicia 4.6. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologicka formula. Formulu X nazveme falzifikovatelnou
vtt X je nepravdiva v nejakom vyrokovologickom ohodnoteni pre £ (teda
existuje také vyrokovologické ohodnotenie v pre £, Ze v ¥, X).

Nesplnitelhost

Nakoniec, mnohé formuly st nutne nepravdivé, teda sa nepravdivé vo vset-
kych ohodnoteniach.

Nazyvame ich nesplnitelné.

Definicia 4.7. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologicka formula. Formulu X nazveme nesplnitelnou vtt
X je nepravdivd v kaZdom vyrokovologickom ohodnoteni pre £ (teda pre
kazdé vyrokovologické ohodnotenie v pre £, plati v ¥, X).
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4.2 Hladanie ohodnoteni

Ohodnotenia pre dant formulu

Ak mame dané ohodnotenie atébmov, pravdivost formuly zistime induk-
ciou podla jej struktury. Co vak spravit, ak naopak méame danu formulu a
hl'addme ohodnotenia, v ktorych je pravdiva ¢i nepravdiva?

« Ak by sme hl'adali v§etky Struktiry, nemame Sancu, je ich nekone¢ne
vela.

 Vsetkych vyhovujtcich ohodnoteni moze byt exponencialne vela (ne-
moze teda existovat rychly v§eobecny algoritmus).

+ Ohodnotenia moZno hl'adat rozborom vSetkych moznosti pomocou
tabulky, ktord ma v zahlavi vytvarajacu postupnost danej formuly a
v riadkoch jednotlivé ohodnotenia.

« Mohli by sme lepsie vyuzit znalost Struktury formuly na urychlenie
postupu? Azda d&no: A A=A ABy A B,y A -++ A Bygp.

Ohodnotenia pre dant formulu

Pre formulu so znamou pravdivostnou hodnotou vieme urcit pravdivost
priamych podformul. Napr. ak A Vv B je nepravda, tak A aj B musia byt
nepravdivé.

Moznosti mo6Ze byt viac, ¢o zodpoveda vetveniu. Napr. pre pravdiva im-
plikaciu A — B osobitne skimame situacie, kde A je nepravdiva, a kde B je
pravdiva.

Pri takejto postupnej analyze dostavame coraz jednoduchsie formuly. Kon-
¢ime, ked sa dostaneme k atémom: ich ohodnotenie presne popisuje, ako
mé model vyzerat.

Hladanie ohodnoteni
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A— (~AAB) t

RN

A f
“AAB
B lub. NB ot
At
B ¢
|
A f

Lava vetva zodpoveda dvom ohodnoteniam, prava jednému (avSak uz ob-
siahnutému v l'avej vetve).

Hladanie ohodnoteni
Mobze sa stat, Ze v niektorej vetve vznikne spor (atdbm A ma byt zaroven
pravdivy aj nepravdivy). Taka vetva neobsahuje Ziadne vyhovujace ohod-
notenie a netreba sa riou d'alej zapodievat.
AABA(RAV-B) t
\

At
B t
—“AV-B t
/ AN
—A t -B t
| |
A f B f
* *

Spor v kazdej vetve: formula nie je pravdiva v Ziadnom ohodnoteni.

Hladanie ohodnoteni
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AAN-AABiAByA---AB, t

Tabul'ka vietkych moznych ohodnoteni by mala 2"*! riadkov, pritom tato
uvaha je O(n).

4.3 Ekvivalencia

Logicka ekvivalencia

Dve tvrdenia su ekvivalentné, ak su v kazdom stave sveta bud obe prav-
divé alebo obe nepravdivé.

Ekvivalentné tvrdenia su navzajom nahraditelné. To je vyhodné vtedy,
ked potrebujeme, aby tvrdenie malo nejaky poZadovany tvar, alebo pouZi-
valo iba niektoré spojky. Napriklad vstupom pre SAT solver je tedria zloZena
iba z disjunkcii literalov.

Podobne ako pri tautolégidch moZeme pomocou skimania vSetkych ohod-
noteni rozpoznat niektoré ekvivalentné tvrdenia zapisané formulami (ale
nie vSetky, pretoZe ohodnotenia napriklad nedavaji vyznam rovnostnym
atdmom).

Priklad vyrokovologicky ekvivalentnych formdil

Priklad 4.8. V jazyku £ z prikladu 4.1 ozna¢me A = p(a) a B = p(b). Su
formuly X = (A — -B) aY = (A A B) vyrokovologicky ekvivalentné?
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Presktimajme vSetky vyrokovologické ohodnotenia atbmov A a B:

v; X Y
A B -B (A--B) -(A--B) (AAB)
v f f R Fp ¥, ¥,
v f ot K Fp ¥, b
v, t f K Fp ¥p ¥p
vy t t K | E E

o
=]
o
o

X je pravdiva v prave tych ohodnoteniach pre £, v ktorych je pravdiva Y,
preto X a Y st vyrokovologicky ekvivalentné.

Vyrokovogicka ekvivalencia

Definicia 4.9. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X a Y st vyrokovologické formuly jazyka £. Formuly X a Y st vyro-
kovologicky ekvivalentné, skratene X <, Y vtt pre kazdé vyrokovologicke
ohodnotenie v pre jazyk £ plati, Ze X je pravdivd vo v vtt Y je pravdiva vo v.

<=>p verzus <

1. Pozor! Nemylte si zapis X <, Y s formulou (X < Y).

« X &, Y je skratené vyjadrenie vztahu dvoch formul podla defini-
cie 4.9. Ked napiSeme X <, Y, tvrdime tym, Ze X a Y st vyrokovolo-
gicky ekvivalentné formuly (alebo sa pytame, ¢i to tak je).

+ (X < Y) je formula, postupnost symbolov, ktord mozZe byt pravdiva
v nejakom ohodnoteni a nepravdiva vinom, moZe byt splnitelna, tau-
tologia, falzifikovatel'n4, nesplnitelna, moze vyplyvat, ¢i byt nezavisla
od nejakej tedrie, alebo mdZze byt vyrokovologicky ekvivalentna s inou
formulou.

Medzi X &, Y a (X < Y) je vztah, ktory si ozrejmime neskor.

Zname ekvivalencie
O mnohych dvojiciach formul uz viete, Ze su vzijomne ekvivalentné. Zhr-
nuli sme ich do nasledujucej vety.
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Veta 4.10. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu. Nech
A, B a C su lubovol'né vyrokovologické formuly jazyka £. Potom:

(A— B) &, (FAVB)

nahradenie —

(ANBAC)) &, ((AAB)AC) asociativnost A
(AV(BVC) e, ((AVvB)V(C) asociativnost v

(AAB) <, (BAA)
(AVB) e, (BVA)

komutativnost A

komutativnost v

(AANBVC) e, (AAB)V(AACQ)) distributivnost A cez v
(AV(BAC)) &, ((AVB)A(AV()) distributivnost v cez A

Veta 4.10 (pokracovanie).

“(AAB) &, (7AV-B)
“(AVB) &, (FAA-B)

A, A

(ANA) &, A
(AvVA)e, A

(AAT)ep A
(Avl)e, A

(AV(AAB)) &, A
(AAN(AVB)) e, A

(Av-A)e, T
(An-A)e, L

de Morganove

zékony
zakon dvojitej negicie

idempotencia pre A
idempotencia pre v

identita pre A
identita pre v

absorpcia

vylucenie tretieho (tertium non datur)

spor,

kde T je lubovolna tautolégia a L je lubovolnd nesplnitelna formula.
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Vseobecné dokazy znamych ekvivalencii

Pre konkrétne dvojice formul v konkrétnom jazyku sa ekvivalencia d4 do-
kazat rozborom vSetkych ohodnoteni ako v priklade 4.8.

Dokaz ekvivalencie (A — B) a (=A V B) pre lubovolné formuly A a B
vyZaduje opatrnejsi postup.

NemoZeme predpokladat, Ze A a B su atomické a ohodnotenia im priamo
priraduju pravdivostné hodnoty f a t (ak napr. A = (p(a) A =p(a)), tak v(A) nie je
definované, definované st iba v(p(a)) a v(p(b))).

MoéZeme vSak:

1. zobrat lubovolné ohodnotenie v,

2. rozobrat vSetky pripady, akymi mo6zu byt A a B pravdivé alebo ne-
pravdivé v tomto ohodnoteni (teda v FpAavF, B,uF, Aav kfp B,
vk,AavF,B,vF, Aav ¥, B)

3. aukdzat, Ze vkazdom pripade je (A — B) pravdiva vo v vtt je ("AVB)
pravdiva vo v.

Priklad 4.11 (Dokaz prvej ekvivalentnej dvojice z vety 4.10). Nech A a B sa
l'ubovol'né vyrokovologické formuly v lubovolnom jazyku £.

Nech v je I'ubovolné ohodnotenie pre £. V tomto ohodnoteni moze byt
kazda z formul A a B bud pravdiva alebo nepravdiva, a teda moézu nastat
nasledovné pripady:

« VF, AavF, B,vtedyv F, (A - B)av F, (TAV B);
s VF, AavF, B,vtedyv F, (A - B)av F, (TAV B);
« VF, AavF, B,vtedyv ¥, (A — B)av ¥, (mAV B);
« VF,AavFky B,vtedyv F, (A — B)av k, (TAV B).
Rozobrali sme vsetky pripady pravdivosti A a B v ohodnoteni v a aj ked' sa
pripady od seba liSia pravdivostou (A — B) a (—A V B), v kazdom pripade
plati, ze v F, (A — B) vtt v F, (mA V B). Preto mozeme konstatovat, Ze bez
ohladu na to, ktory pripad nastdva, v ohodnoteni v plati, Ze v F, (A — B)
vitv F, (ZAV B).
PretoZe ohodnotenie v bolo lubovolné, mdzZzeme toto konstatovanie zo-

vSeobecnit na vSetky ohodnotenia pre £ a podla definicie 4.9 s (A — B)
a (mA V B) vyrokovologicky ekvivalentné.
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Dokazy rozborom pripadov
Rozbor pripadov z odraZzkového zoznamu v predchddzajucom dokaze
mozeme zapisat do podobnej tabulky ako v priklade 4.8:

A B (A-B) (mAVB)
v P—‘p lfp Fp Fp
v bfp I=p I=p I=p
v |=p pr pr F—‘p
v E, E E =

o
el
el
o

VZdy ju v8ak treba doplnit
1. tvodom o I'ubovolnom ohodnoteni,
2. tvodom k rozboru pripadov,
3. zaverom o vSetkych pripadoch,
4. zaverom o vSetkych ohodnoteniach.

Podobne mo6Zeme uvazovat o tautolégiach, nesplnitelnosti, aj vyplyvani.

4.4 Vztah tautolégii, vyplyvania a ekvivalencie

Tautolégie a vyplyvanie

Tautoldgie nie si zaujimavé iba preto, Ze su logickymi pravdami.

Kedy je formula ((A; A A,) — B) tautoldgia?

Vtedy, ked je pravdiva v kaZdom ohodnoteni, teda ked v kazdom ohodno-
teni v mame v ¥, (A; A A;) alebo v F,, B, Cize ked v kazdom ohodnoteni v,
v ktorom v F, (A; A Ay), madme aj v F, B teda ked v kazdom ohodno-
teni v, v ktorom v F, A; av F, A;, madme aj v F, B, teda ked z {4;, A5}
vyrokovologicky vyplyva B.

Vztahy vyrokovologického vyplyvania a tautolégii
Pripometime, Ze podla tvrdenia 4.4: § F, A vit =, A.

Tvrdenie 4.12 (Sémanticka verzia vety o dedukcii). Nech £ je jazyk vyro-
kovologickej casti logiky prvého radu. Nech T je vyrokovologickd tedria, nech
A, B, C su vyrokovologické formuly v £. Potom:
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a) TU{A}F, Cvit T F, (A — C).
b) T U{A,B}k, Cvit TU{(AAB)} E, C.

Dosledok 4.13 (Redukcia vyplyvania na tautologiu). Nech £ je jazyk vyro-
kovologickej ¢asti logiky prvého rddu. Nech A, A,, ..., A, a C sti vyrokovolo-
gické formuly v jazyku £. Potom {A, ..., A} E, Cvtt =, (((+ (A A Ap) A
) AA,) = C).

Dokaz tvrdenia 4.12. a)Nech T je tedriaa A a C su vyrokovologické formuly
v l'ubovolnom jazyku £.

(«) Predpokladajme, ze T F, (A — C) a dokdzme priamo, ze z T U {A}
vyplyva C.

Zoberme l'ubovol'né vyrokovologické ohodnotenie v pre £, ktoré je mo-
delom T U{A}. Vo v su teda pravdivé vSetky formuly z T U{A}. Preto v F, T
atiez vk, A.

Z v Fy T na zéklade predpokladu T F, (A — C) dostivame, Ze vo v je
pravdiva implikdcia (A — C), teda podla definicie pravdivosti v ¥, A alebo
v |=p C. PretoZe ale vieme, Ze v Fp A,musi vF, C.

Ked'Ze v bol I'ubovolny model T U{A}, mbdZeme toto zistenie zovSeobecnit
na v8etky ohodnotenia a podla definicie vyplyvania potom T U{A} &, C .

(=) Predpokladajme, Ze z T U {A} vyplyva C a dokdZme sporom, zZe z T
vyplyva (A — C).

Nech by existovalo ohodnotenie v, ktoré je modelom T, ale nie formuly
(A — (), teda podla definicie pravdivosti v F, A a v ¥, C.ZvF, Ta
v F, Améame v F, TU{A} azpredpokladu T U{A} F, C dostavame v F, C
, o je spor.

b) Dokaz je podobny ako v Casti a). O

Dokaz dosledku 4.13. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého
rddu. Nech Ay, A,, ..., A, a C su vyrokovologické formuly v jazyku £.
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Opakovanym pouZitim tvrdenia 4.12 a pomocou 4.4 dostdvame:

{A1, Ay, .., A B, C Vit {(Aj AAY), .., A} E, C
vtt
vit BU{((- (A AAD A IANA)YE, C
vit B, (¢~ (A AADA)AA,) - C)
vit  E, (- (A AA) A )AA,) > C) O

Tautolégie a ekvivalencia

Kedy je formula (X < Y), teda (X - Y) A (Y — X)) tautologia?

Vtedy a len vtedy, ked' je pravdiva v kaZdom ohodnoteni, teda vtt v kaz-
dom ohodnoteniv méme v F, (X — Y)av k, (Y — X), vttvkaZzdom ohod-
noteni v mame bud v ¥, X alebo v F Y a zaroveri bud v ¥, Y alebo v F X,
vtt v kazdom ohodnoteni v plati, Ze ak v Fp X, tak v Fp Y, a ak v Fp Y,
tak v I=p X, vtt v kazdom ohodnoteni v mame v I=p X vtto I=p Y, vtt X
je vyrokovologicky ekvivalentna s Y.

Tvrdenie 4.14. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X a 'Y su vyrokovologické formuly v £. Potom (X < Y) je tautologia vtt
X a Y st vyrokologicky ekvivalentné. (Skratene: F, (X © Y)vit X <, Y.)

4.5 Ekvivalentné Gpravy a CNF

Retazenie ekvivalentnych Gprav
Urcite ste uz robili ekvivalentné tpravy formul, pri ktorych ste retazili
dvojice vzajomne ekvivalentnych formul:

~(A = =B) &, (A V —B) &, (~=A A ~—B) &, (AAB)

a nakoniec ste prehlasili, Ze prva (A — —B) a posledna formula (A A B) su
ekvivalentné.

Mohli ste to urobit, lebo ) je tranzitivna relacia na formulach, dokonca
viac nez iba tranzitivna.
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Vyrokovologicka ekvivalencia ako relacia ekvivalencie

Tvrdenie 4.15. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu.

Vztah vyrokovologickej ekvivalencie <, je reldciou ekvivalencie na vyroko-
vologickych formulach jazyka L, teda pre vsetky vyrokovologické formuly X,
Y, Z jazyka L plati:

* Reflexivita: X <, X.
« Symetria: AkX &, Y, takY <, X.
« Tranzitivita: Ak X &, YaY &, Z, tak X &, Z.

Doékaz. Priamym dokazom dokaZeme tranzitivitu. Ostatné vlastnosti sa daja
dokéazat podobne.

Nech X, Y a Z sa vyrokovologické formuly jazyka £. Nech (1) X je vyro-
kovologicky ekvivalentnd s Y a (2) Y je ekvivalentna so Z.

Aby sme dokazali, Ze X je vyrokovologicky ekvivalentnd so Z, musime
ukazat, Ze pre kazdé ohodnotenie pre jazyk £ plati, Ze v F, X vttv Fj, Z.

Nech teda v je lubovolné ohodnotenie pre £.

« Ak v F, X, tak podla predpokladu (1) a definicie vyrokovologickej
ekvivalencie 4.9 musi platit v F, Y, a teda podla predpokladu (2)
a definicie ekvivalencie mame v Fj Z.

« Nezavisle od toho, ak v Fp Z, tak v Fp Y podla (2) a def. 4.9, a teda
v F, X podla (1) a def. 4.9.

Pretov Fp, X vttv F, Z.

PretoZe v bolo I'ubovol'né, moZeme nas zaver zovSeobecnit na v§etky ohod-
notenia, a teda podla definicie ekvivalencie 4.9 s X a Z vyrokovologicky
ekvivalentné. O

Substittcia pri ekvivalentnych tpravach
V retazci ekvivalentnych tprav

(A > 2B) &, 7(mAVB) &, (7mAAB)
<, (AATB) e, (AAB)
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v prvom, tretom a Stvrtom kroku nezodpovedad celd formula niektorej zo
znamych ekvivalencii z vety 4.10.

Podla znamej ekvivalencie sme nahradzali podformuly — substituovali
sme ich.

Definicia 4.16 (Substitticia). Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky
prvého raddu a nech X, A, B su formuly jazyka £. Substitiiciou Bza Av X
(skratene X[A|B]) nazyvame formulu, ktora vznikne nahradenim kazdého
vyskytu A v X formulou B.

Substitucia rekurzivne

Substittciu si vieme predstavit aj ako induktivne definovanu (rekurzivnu)
operéaciu:
Substitucia rekurzivne
Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu. Pre vSetky for-
muly A, B, X, Y jazyka £ a v8etky binarne spojky b € {A,V, -}

X[A|B] = B, ak A =X
X[A|B] =X, ak X jeatbma A # X
(~X)[A|B] = ~(X[A|B]), ak A # X
X bY)[AIB] = ((X[A|B]) b (Y[A|B])), akA#(XDbY).

Korektnost substitticie ekvivalentnej formuly
Substituciou ekvivalentnej podformuly, napriklad

(—|—|O A —|—|C)[—|—|O|O] = (O A C )’
skuto¢ne dostavame formulu ekvivalentnt s pévodnou:

Veta 4.17 (Ekvivalentné upravy substiticiou). Nech £ je jazyk vyrokovolo-
gickej casti logiky prvého radu a nech X je formula, A a B su vyrokovologicky
ekvivalentné formuly jazyka £. Potom formuly X a X[A|B] su tieZ vyrokovo-
logicky ekvivalentné.

Toto tvrdenie modZeme dokazat indukciou na konStrukciu formuly.
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Ekvivalentné Gpravy a vstup pre SAT solver

Mnoho teoretickych i praktickych problémov moZno formulovat ako otdzku
splnitel'nosti vyrokovologickej formuly — SAT (napr. rieSiteInost sudoku,
existenciu cesty i farbenia v grafe, ekvivalenciu logickych hardvérovych
obvodov).

Na rieSenie SAT existuju dlhorocne vyvijané solvery. Ukdzalo sa, Ze naj-
vyhodnejsie je mat vstup v Specifickom tvare: v konjunktivnej normalnej
forme (CNF). Transformdcia formuly do tejto formy je tak jednym z najcas-
tejSich vyuziti ekvivalentnych uprav.

Aby sme CNF mohli popisat, potrebujeme pomenovat viacnidsobne vno-
rené konjunkcie a viacnadsobne vnorené disjunkcie a dohodneme sa na skra-
covani ich zapisu vynechanim vnutornych zatvoriek.

Konjunkcia a disjunkcia postupnosti formul

Definicia 4.18. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech A4, A,, ..., A, je konecna postupnost formul jazyka L.

+ Konjunkciou postupnosti Ay, ..., A, je formula (((A; AAy) AA3)A--- A
A,), skratene (A; AAy; AAs A - ANAy).

- Konjunkciu prazdnej postupnosti formul (n = 0) oznacujeme T.
Chapeme ju ako I'ubovolnu tautoldgiu, napriklad (P(c) v =P(c))
pre nejaky unarny predikat P a nejaka kons$tantu c jazyka L.

« Disjunkciou postupnosti Ay, ..., A, je formula (((A; VA,)VA3) V-V
A,), skratene (A; VA, VA3V ---VA,).

- Disjunkciu prazdnej postupnosti formul oznacujeme L alebo [].
Chapeme ju ako I'ubovolnt nesplnitelnu formulu, napriklad (P(c)A

-P(c)).

« Pre n = 1 chipeme samotnu formulu A, ako konjunkciu aj ako dis-
junkciu jednoprvkovej postupnosti formul A;.

Literal, klauzula, konjunktivny normalny tvar
Vstup do SAT solvera je formula v konjunktivnom normdlnom tvare.

Definicia 4.19.
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Literdl je atom alebo negacia atomu.
Klauzula (tiez ,klauza“, angl. clause) je disjunkcia postupnosti literdlov.

Formula v konjunktivnom normdlnom tvare (angl.conjunctive normal form,
CNF) je konjunkcia postupnosti klauzul.

Priklad 4.20. Literaly: P, C, -C, -0
Klauzuly: (=P Vv OV —C), ale aj P, =0, ],

CNF: ((PVO)ALD, ((-PVO)A(OVC(C)),aleajP, =0, T,(PV-0) (PA-OAC),

[,
kde P, O, C st l'ubovolné atomy.

Existencia ekvivalentnej formuly v CNF

Veta 4.21. Ku kaZdej vyrokovologickej formule X existuje ekvivalentna for-
mula C v konjunktivnom normdlnom tvare.

Dokaz. Zoberme vSetky ohodnotenia vy, ..., v, take, Ze v; F, "X av;(A) =
f pre vietky atomy A ¢ atoms(—X). Pre kazdé v; zostrojme formulu C; ako
konjunkciu obsahujucu A, ak v;(A) = t, alebo ~A, ak v;(A) = f, pre kazdy
atom A € atoms(—X). O¢ividne formula D = (C; Vv --- vV C,,) je ekvivalentna
s °X (vymentva vSetky moznosti, kedy je =X pravdiva).

Znegovanim D a aplikaciou de Morganovych pravidiel dostaneme for-
mulu C v CNF, ktor4 je ekvivalentné s X. O

Konverzia formuly do ekvivalentnej v CNF

Skumanie vSetkych ohodnoteni podla dokazu vety 4.21 nie je idedlny
sposob ako upravit formulu do CNF — najmé ked m4 vela premennych a jej
splnitelnost chceme rozhodnut SAT solverom.

Jednoduchy algoritmus na konverziu formuly do ekvivalentnej formuly
v CNF zalozeny na ekvivalentnych upravach si naprogramujete ako 4. prak-
tické cvicenie.
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Konverzia formuly do ekvivalentnej v CNF
Zéakladny algoritmus konverzie do CNF ma4 dve fazy:

1. Upravime formulu na negacny normdlny tvar (NNF) — nevyskytuje
sa v iom implikacia a negované st iba atomy:
« Nahradime implikdcie disjunkciami: (A — B) <, (7AV B)
« Presunieme = k atbmom opakovanym pouZitim de Morgano-

vych zédkonov a zdkona dvojitej negicie.

2. Odstranime konjunkcie vnorené v disjunkciach ,,roznasobenim“ podla
distributivnosti a komutativnosti:

(AV(BAC)) &, (AVB)A(AV())
(BAC)VA) e, (AV(BAC) &, (AVB)A(AVO))
<p (BVA)A(AVO)

<, (BVA)A(CV A)

Konverzia formuly do ekvivalentnej v CNF

Priklad 4.22. Uprava formuly do NNF:

(S AP) = ~(ZV=0)) &, (=(7SAP)V~(ZV=0)) (nahr.—)
<p (=S Vv =P)V (=Z A—==0)) (2 xde Morgan)
<p ((Sv-P)V(=Z AO)) (2xdvoj. neg.)

Uprava formuly v NNF do CNF:

((Sv=P)V(~ZAO))
©p ((SVAP)VAZ)A((SV-P)VO)) (distr. Acez V)

Podl'a dohody v def. 4.18 vyslednu formulu v CNF skratene zapiSeme:

(Sv-PVv-Z)A(SV-PVO))
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4.6 CNF vs. XOR
XOR

= ol ol o
oo

a
0
Logicka spojka exlusive or (XOR): 0
1
1

zodpoveda s¢itaniu v poli Z,

komutativna a asociativna

rychlo vypocitatel'na, aj na tirovni hardvéru

dolezita v kryptoldgii

XOR

Idedlna Sifra: vSetky zaSifrované texty su rovnako pravdepodobné. Napr.
vezmeme ndhodny retazec (kl'u¢) rovnako dlhy ako sprava a spravime XOR
bit po bite. Pouzity klu¢ zahodime a nikdy viac nepouzijeme.

Redlne Sifry: kl'uc je kratky (napr. 1024 B). Ak by sme ho nakopirovali
vel'akrat za sebou, bity spravy Sifrované tym istym bitom kltca vytvoria sla-
binu (mo#no desifrovat aj bez znalosti kli¢a, sta¢i uhddnut jeho dizku).
Preto napr. pouZijeme kl'u¢ ako seed do pseudondhodného generatora a vy-
generujeme retazec potrebnej dizky.

Utoky na 3ifry: o.i. pomocou SAT solvera, ktory vie pracovat s XOR (ak-
tivna oblast vyskumu).

XOR

Ku XOR existuje prepis do CNF, napr. z a @ b @ c sa stane

(avbvce)A(av-bv-c)A(bV-aVv-c)A(cV-aV -b)

Ale s pottom premennych rastie dizka ekvivalentnej CNF formuly expo-
nencialne. Preto sa oplati predspracovanie: XOR formuly vnimame ako sucty
nad Z, a pouZijeme Gaussovu eliminéciu.

a1®a2®a3=0
a1®a3®a4=0
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Rekapitulacia

Rekapitulacia
Dnes sme prebrali:

Logické vyplyvanie z tedrie a logicky dosledok tedrie

Nezavislost formuly od teérie

Styri situdcie vo vztahoch tedrif a formul a ich praktické dosledky
Splnitelné a nesplnitelné tedrie

Vztah nesplnitel'nosti a vyplyvania

Vyznacné sémantické vlastnosti formul: tautologickost, splnitelnost,
nesplnitel'nost, falzifikovatelnost

Ekvivalencia — sémanticky vztah formul

Syntaktické odvodenie ekvivalencie pomocou substitucii podla zna-
mych ekvivalencii

NNF a CNF

Vztah tautologii s vyplyvanim a ekvivalenciou
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4. prednaska
Dokazy a vyrokovologické tabla

Rekapitulacia
Minuly tyzderi sme sa zaoberali:

« vyrokovologickym vyplyvanim formuly z tedrie a nezavislostou for-
muly od teérie

« vlastnostami formul vzhl'adom na vSetky ohodnotenia:

tautoldgia,

splnitel'nost,

falzifikovatelnost,

nesplnitel'nost;

o vztahmi formul:

- ekvivalencia;
« vztahom vyplyvania a ekvivalencie s tautologiami;

« transforméciou formul medzi jazykmi so zachovanim splnitelnosti.

5 Doékazy a vyrokovologické tabla
Riesenie slovnych tloh pomocou formalnej logiky

Na 1. praktickom cviceni a v 1. doméacej ulohe (AIN) sme rieSili nefor-
malne zadané problémy pomocou ich formalnej verzie:
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neformalne vyroky neformalna otazka
l formalizicia l

formadlna teéria formalny problém
(ne)splnitel'nost, hladanie vSetkych modelov,
vyplyvanie/nezavislost konkrétnych formdl, ...

. . <
proces rieSenia forméalneho problému

odpoved na formalny problém
|
interpretacia

odpoved na neformalnu otazku

Formalny problém sme riesili hrubou silou a sémanticky — rozborom vset-
kych ohodnoteni. Ziadne naozajstné usudzovanie. Vysledok zodpovedal vy-
sledku neformalneho usudku o probléme.

Dokazy neformalnych meta tvrdeni
V 1. domécej ulohe sme dokazovali tvrdenia o vyplyvani, splnitelnosti
a tautologiach:

« tvrdenia v slovencine;
« dokazy tieZ v slovencine.

Usudzovanie, ale neformalne.

Formalizacia dokazov

Logiku zaujima jazyk a usudzovanie.

Vyroky v slovencine (jazyk) sme sformalizovali ako formuly v jazyku lo-
giky prvého radu

« matematicka ,,datova Struktura®: postupnosti symbolov s induktiv-
nymi pravidlami kon§$trukcie;

« javovska datova Struktdra: stromy objektov podtried triedy Formula.

Dokazy (usudzovanie) zacneme formalizovat tento tyzderi.
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Co su dokazy a preco sa dokazuje

Dokazje uvaha, ktord zdovodriuje, pre€o je nejaky zaver logickym ddsled-
kom predpokladov.

Naco su vlastne dobré dékazy?

« MoZeme nimi presved¢it inych o pravdivosti svojich zéverov.

« ZvyCajne sumenej pracne a pochopitel'nejsie ako rozbor v§etkych moz-
nosti.
UZ rozobrat 16 mozZnosti je pracne.
Ak je moZnosti nekonecne vela, rozbor vSetkych moZnosti ani nie je
mozny.

« Odvodzovanim podla pravidiel dokazov moéZeme skamat, aké dosledky
ma naSa teoria aj bez konkrétneho ciela.

Preco formalizovat dokazy
Naco je dobré formalizovat ddkazy?

« Aby sme si ujasnili, ¢o su dokazy a kedy st sprdvne. Spravna argu-
mentécia nie je doleZita iba v matematike:
- uvazovanie o spravnosti naSich programov ¢i dopytov,
- zéklad kritického/vedeckého myslenia v beznom Zivote.
« Aby sme vedeli naprogramovat ddtové Struktury na ich reprezentaciu
v pocitaci.
« Aby sme mohli dokazovanie automatizovat.

- jeden z cielov klasickej umelej inteligencie

« Aby sme zistili, Co sa da a ¢o sa nedd dokazat.

- Prakticky: Co sa neda dokazat, toho dokaz sa neda automatizo-
vat.

- Filozoficky: Hranice poznania a chipania.
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5.1 Druhy dokazov

Druhy dékazov
V matematike sa na to pouZiva viac typov dokazov:

e priamy,

» sporom,

« nepriamy,

« analyzou pripadov,

ktoré sa casto kombinuja.

Priamy d6kaz a analyza pripadov

Priamy dokaz Z predpokladov postupnym odvodzovanim jednoduchych
logickych désledkov dospejeme k poZadovanému zaveru.

Dokaz analyzou (rozborom) pripadov Ked predpoklady obsahuju disjun-
kciu, dokdZeme pozadovany zaver z kazdého disjunktu a ostatnych
predpokladov nezdvisle od ostatnych disjunktov.

Ak aj predpoklady disjunkciu neobsahuju, mdZeme rozoberat pri-
pady, Ze je nejaké pomocné tvrdenie pravdivé alebo nepravdivé.

Priklad priameho dokazu s analyzou pripadov
Priklad 5.1 (Party 2 - priamy dokaz s analyzou pripadov). (A;) Anka pride,
iba ak pride Betka a Cyril. (4,) Ak pride Betka alebo David, pride aj Evka.
(As) Evka nepride, ak pride Fero.

Teda: (X) Ak pride Anka, tak nepride Fero.
Dokaz (priamo). Predpokladajme, Ze tvrdenia A; aZ Az su pravdivé. Do-
kaZzme X.

Ak nepride Anka, X je pravdivé (X je implikécia a jej antecedent je nepravdivy).

Preto predpokladajme, Ze Anka pride. Podla A; potom musia prist aj
Betka a Cyril. Preto pride Betka, a teda pride Betka alebo David. Podla A,
potom pride aj Evka. PretoZe podla A; by Evka nepriSla, ak by priSiel Fero,
ale Evka pride, musi byt pravda, Ze Fero nepride. Preto je tvrdenie X opat
pravdivé (X je implikacia a jej konzekvent je pravdivy).
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Dokaz sporom a nepriamy dokaz

Dokaz sporom Prijmeme predpoklady, ale spochybnime zdver — predpo-
kladame, Ze je nepravdivy. Postupnym odvodzovanim jednoduchych
logickych dosledkov dospejeme k sporu s predpokladom alebo inym
dosledkom.

Zaver teda nemoze byt nepravdivy, preto ak su pravdivé predpoklady,
je nutne pravdivy, vyplyva z nich.

Nepriamy dékaz — variacia dokazu sporom Predpokladdme, Ze zaver je ne-
pravdivy. Postupnym odvodzovanim jednoduchych logickych désled-
kov dospejeme k nepravdivosti niektorého z predpokladov.

Tym dokdZeme: Ak je nepravdivy zéver, tak si nepravdivé predpo-
klady. Obmena: Ak st pravdivé predpoklady, je pravdivy zaver.

Priklad dokazu sporom

Priklad 5.2 (Party 2 - dokaz sporom).
(A;) Anka pride, iba ak pride Betka a Cyril. (A,) Ak pride Betka alebo Da-
vid, pride aj Evka. (A;) Evka nepride, ak pride Fero.

Teda: (X) Ak pride Anka, tak nepride Fero.
Dokaz (sporom). Predpokladajme, Ze tvrdenia A, aZ A; su pravdivé, ale X je
nepravdivé.

Predpokladdame teda, Ze pride Anka a pride aj Fero. Preto pride Fero,
a teda podla predpokladu A; Evka nepride. Zaroveri vieme, Ze pride Anka,
a podla A, teda pridu aj Betka a Cyril. Preto pride Betka, a teda pride Betka
alebo David. Podla A, potom pride aj Evka. To je v8ak spor z predchadza-
jucim dosledkom Aj;, Ze Evka nepride.

Predpoklad, Ze X je nepravdivé viedol k sporu, preto X je pravdivé.

Vyhody dokazu sporom
Dokaz sporom je velmi konkrétna ukéazka kritického, vedeckého mysle-
nia:

1. Pochybujeme o pravdivosti tvrdenia.

2. Vyvratenim tejto pochybnosti sa presved¢ime o pravdivosti.
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Ma ale aj ,,technickt“ vyhodu: Nemusime pri iom aZ tak tapat, ako do-
spejeme k cielu, pretoze

« dostaneme viac predpokladov;
« mame jednoduchy ciel: najst spor;

« vidcSinou staci tvrdenia iba zjednoduSovat.

Odvodzovanie jednoduchych doésledkov

Kroky dékazu by mali odvodzovat jednoduché dosledky.

Tie potom pouzivame na odvodenie dalSich dosledkov.

Aky dosledok je jednoduchy?

Zavisi od citatel'a dokazu — musi byt schopny ho overit.

Matematici (a ucitelia) radi robia vicsie skoky a nechaju citatela (Stu-
denta) domyslat si, preco ich mohli urobit.

Vyucujuci cheu od Studentov malé kroky — aby si overili, Ze Student sku-
tocne uvazuje spravne.

5.2 Vyrokovologické tabla

Jednoduché dosledky podla definicie pravdivosti formul
Pozrime sa znova na priklad dokazu sporom:

1. Sformalizujme ho.
2. Uvedomme si, ¢o vlastne dokazujeme.

3. V8imajme si, aké kroky robime.

Priklad dokazu sporom s formulami
Priklad 5.3 (Party 2 - formalizovany dokaz sporom). Dokazme, Ze z teérie T =
{A,;, A,, A3}, kde

Ay = (p(A) = (p(B) Ap(C))) Anka pride, iba ak pride Betka a Cyril.
A, = ((p(B) v p(D)) = p(E)) Ak pride Betka alebo David, pride aj Evka.

Az = (p(F) = —p(E)), Evka nepride, ak pride Fero.
vyplyva formula X, pricom
X = (p(A) = —p(F)) Ak pride Anka, tak nepride Fero.
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Priklad 5.3 (Party 2 - formal. d6kaz sporom, pokrac.).
Dékaz (sporom). Predpokladajme, pre nejaké ohodnotenie v plati, ze
(M v F, (p(A) = (p(B) A p(C))),

(@) vk, (p(B) Vv p(D)) — p(E)),

(3) v Fy (p(F) — —p(E)), ale

@) v Ey (p(A) = —p(F)).

Podl'a definicie pravdivosti v ohodnoteni, potom mame:
(5) v Fp p(A) zo (4) a sticasne

(6) v ¥, =p(F) zo (4), teda

(7) v Ey p(F) z (6). Dalej

(8)v ¥y p(F), alebo (9) v F, =p(E) podla (3).

coje (10) v ¥, p(E) z (9). Zaroven
Vv spore (11) v ¥, p(A), alebo (12) v F, (p(B) A p(C)) podla (1).
so (7), ¢oje (13) v F, p(B) z (12). Potom podla (2):
Vv spore (14) v ¥, (p(B) v p(D)), alebo (15) v k, p(E),
s (5), (16) v ¥, p(B) zo (14), spor s (10).
spor s (13);
Tablovy kalkul

Z takychto dokazov sporom vychadza tablovy kalkul — jeden z formal-
nych deduktivnych systémov pre vyrokovologicku Cast logiky prvého rddu

Formalny deduktivny systém je systém odvodzovacich pravidiel na kon-
Strukciu dokazov vyplyvania formul z tedrii.

Nami pouzivana verzia tablového kalkulu poch4ddza od Raymonda M. Smul-
lyana [ , ].

Postupne si ukdZeme, ako predchadzajuci dokaz premenime na tablo —
formalny dokaz v tablovom kalkule.

Oznacené formuly a ich sémantika
Zbavme sa najprv opakovania v Fj, ---av ¥ ---.

Definicia 5.4. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologickd formula jazyka £. Postupnosti symbolov TX
a F X nazyvame oznacené formuly.

Definicia 5.5. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
v je ohodnotenie pre £ a X je vyrokovologickd formula v £. Potom

* vo v je pravdivd T X (skratene v F, TX) vt vo v je pravdiva X;
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* vo v je pravdivd F X (skr. v F, FX) vtt vo v nie je pravdiva X.

Znamienko F sa teda sprava ako negicia a T nemeni vyznam formuly.
Znamienka F a T sa nesmu objavit v podformuléch. Vdaka znamienkam
sta¢i hovorit iba o pravdivych ozn. formulach.

Priklad 5.5 (Party 2 - dokaz s oznacenymi formulami). Predpokladajme, pre neja-
kom ohodnoteni v su pravdivé oznacené formuly
(D) T(p(A) = (p(B) A p(O))),

(@) T((p(B) Vv p(D)) — p(E)),

(3) T(p(F) = —p(E)), ale

(4) F(p(A) = —=p(F)).

Podl'a definicie pravdivosti, st vo v pravdivé:

(5) Tp(A) zo (4) a sucasne

(6) F—p(F) zo (4), teda

(7) Tp(F) z (6). Dalej

(8) Fp(F), alebo (9) T —p(E) podla (3).

coje (10) Fp(E) z (9). Zaroven
v spore (11) Fp(A), alebo (12) T(p(B) A p(C)) z (1).
so (7), ¢oje (13) Tp(B) z (12). Potom podla (2)
Vv spore (14) F(p(B) v p(D)), alebo (15) T p(E),
s (5), (16) Fp(B) zo (14), spor s (10).
spor s (13);

Kroky odvodenia
VSimnime si teraz kroky, ktoré sme v dékaze robili:

« Niektoré z pravdivosti formuly priamo odvodili pravdivost niektorej
priamej podformuly, napr.:
- z(4) F(p(A) — —p(F)) sme odvodili (5) T p(A);
- z(4) F(p(A) — —p(F)) sme odvodili (6) F =p(F);
- 7 (9) T-p(E) sme odvodili (10) F p(E).

« Iné viedli k analyze pripadov pravdivosti oboch priamych podformul:

- (2) T((p(B) v p(D)) — p(E)) viedla k analyze pripadov:
(14) F(p(B) v p(D)) alebo (15) T p(E).
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Priame odvodenie pravdivosti priamych podformdil
Z definicie pravdivosti formul Iahko dostaneme:

Pozorovanie 5.6. Nech v je lubovolné ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovolo-
gickej casti logiky prvého radu. Nech X a Y sti lubovolné formuly L:

Ak vk, 2X, tak v Fj X. Akv k, T-X, takv Fp FX.
Akv}*-‘p -X, tak v |=pX. Akv I=pF—|X, tak v I=p TX.
AkvF, (X AY), takvF, X.  AkvF, TX AY), takv F, TX.
AkvE, (X AY), takvF, Y. AkvF, TXAY) takvF, TY.
AkvFy (X VY) takvF, X. AkvF, F(XVY), takv F, FX.
AkvF, (X VY) takvk,Y. Akvk,FXVY) takvF, FY.
AkvF, (X = Y) takvF, X. AkvFk,F(X > Y) takvF, TX.
AkvF, (X - Y) takvk,Y. AkvF,F(X —Y) takvF, FY.

Zjednodusujuce tablové pravidla
Z pozorovania 5.6 moZeme sformulovat pravidla, ktoré priamo odvodzuju
z oznacenych formul ich oznacené podformuly:

T-X F-X T(XAY) FXVY) F(X - Y)
FX TX TX FX TX
T(XAY) FXVY) F(X = Y)
TY FY FY

Na tieto pravdidla sa da pozerat ako na Specidlne pripady jedného pravidla,
ktorému sa hovori «, gjednodusenie alebo splostenie (angl. flattening), pre
rozne spojky.

Jednotny zapis oznacenych formul typu o

Definicia 5.7 (Jednotny zapis oznacenych formul typu «).

Oznacena formula A" je typu a vtt ma jeden a a a
z tvarov v l'avom stipci tabulky pre nejaké TXAY) TX TY
formuly X a Y. Takéto formuly budeme FXVY) FX FY
oznacovat pismenom «; ; bude oznacovat FX—>Y) TX FY
pr,isluém’l oznacenu formulu zo stredného ToX FX FX
sqpca, a, prislu$nu formulu z pravého F X TX TX
stlpca.
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Pozorovanie 5.8 (Stru¢ne vd'aka jednotnému zapisu). Nech v je lubovolné
ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovologickej casti logiky prvého rddu. Potom
VEpavitv Fy oy av Fy o

Analyza pripadov pravdivosti priamych podformdil
Z definicie pravdivosti formul lahko dostaneme:

Pozorovanie 5.9. Nech v je lubovolné ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovolo-
gickej casti logiky prvého rddu. Nech X a Y st lubovolné formuly L:

« Akv ¥, (X AY), takv ¥, X alebov ¥, Y. Akv F, F(X AY), tak
vk, FX alebov F, FY.

« Akv F, (X VYY), takv F, X alebov F, Y. Akv F, T(X VY), tak
vE, TX alebo v Fp TY.

« Akv F, (X = Y), takv ¥, X alebov F, Y. Akv F, T(X — Y), tak
vE, FX alebov F, TY.

Rozvetvujuce tablové pravidla
Z pozorovania 5.9 mdézZeme sformulovat pravidla, ktoré vedu k analyze
pripadov pravdivosti priamych podformul:
FXAY) TXVY) TX - Y)

FX|FY TX |TY FX | TY

Aj na tieto pravdidla sa da pozerat ako na Specidlne pripady jedného pra-
vidla, ktorému sa hovori 3, vetvenie alebo rozdelenie (angl. split), pre rozne

spojky.

Jednotny zapis oznacenych formul typu 3

Definicia 5.10 (Jednotny zapis oznacenych formul typu 8).

Oznacena formula B* je typu 8 vtt ma jeden B B B
? tvarolv \)/( lavlc()rrr} sng 1?abulkly ﬁrednejake FXAY) FX FY
ormuly X a Y. Takéto formuly budeme TXVY) TX TY

oznacovat pismenom {; 3; bude oznacovat
prislu§nt oznacenu formulu zo stredného
stipca, B, prislusnt formulu z pravého
stipca.

TX—>Y) FX TY
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Pozorovanie 5.11 (Stru¢ne vdaka jednotnému zapisu). Nech v je lubovolné
ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovologickej casti logiky prvého rddu. Potom

vE, Buttv Ey By alebov ky .

Oznacovanie oznacenych formul a ich mnozin
Co vlastne dokazujeme v nasom priklade? To, Ze predpoklad existencie
ohodnotenia v, v ktorom st pravdivé vSetky prvky mnoziny oznacenych for-

mul

ST ={T(p(A) - (p(B) A p(O))),
T((p(B) v p(D)) = p(E)),

T(p(F) = =p(E)),
F(p(A) — =p(F)) }

vedie k sporu, teda Ze S™ je nesplnitelnd.

Dohoda 5.12. Pre oznacené formuly budeme pouZivat velké pismena zo za-
¢iatku a konca abecedy s hornym indexom + a pripadne s dolnymi indexmi,

napr. A*, X¥.

Pre mnoZiny oznacenych formul budeme pouZivat pismend S, T s hor-

nym indexom + a pripadne s dolnymi indexmi, napr. S*, T;“ .

Priklad 5.12 (Party 2 - tablo).
L. T(p(A) = (p(B)Ap(C)) ST
2. T((p(B) v p(D)) = p(E)) S*

3. T(p(F) — —p(E)) S*
4. F(p(A) = —p(F)) S*
5. Tp(A) a4
6. F=p(F) ad
7. Tp(F) ab
8. Fp(F) B3 9. T-p(E) B3
%7, 8 10. Fp(E) a9
11. Fp(A) p1 12. T(p(B) Ap(C)) pB1
%5, 11 13. Tp(B) al2
14. F(p(B)vp(D)) B2 |15. Tp(E) B2
16. Fp(B) ald 10,15
%13, 16
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Struktura tabla
Co je teda tablo? Aka ,,datova Strukttra“? Co v nej musi platit?

T(p(A) — (q(B) AP(©))
T((p(B) v p(P)) - p(E)))
T(p(F) - -p(E))
F(p(A) 7 =p(F))

T p‘(A)

F ﬁF‘)(F)

Tp(F)

— ~
Fp(F) T ﬂ?(E)
* Fp(E)
~ ~
Fp(A) T(p(B) A p(©)
¥ Tp(B)
e ~
F(p(B) v p(D)) Tp(E)
Fp(B) ¥
%
Definicia 5.13 (Tablo pre mnozinu oznac¢enych formul | ,1979]). Ana-

Iytické tablo pre mnozinu oznacenych formul St (skratene tablo pre St) je
binarny strom, ktorého vrcholy obsahujui oznacené formuly a ktory je skon-
Struovany podla nasledovnych induktivnych pravidiel:

+ Strom s jedinym vrcholom (korefiom) obsahujucim niektort ozna-
¢enu formulu At z St je tablom pre S*.

« Nech 7 je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre St je
aj kazdé priame rozsirenie J ktorymkolvek z pravidiel:

a: Ak sa na vetve 7, (ceste z korenia do y) vyskytuje nejakd ozna-
¢end formula «, tak ako jediné dieta y pripojime novy vrchol
obsahujtci a, alebo a,.

B: Ak sa na vetve 7, (ceste z korenia do y) vyskytuje nejakd ozna-
¢end formula g, tak ako deti y pripojime dva nové vrcholy, pri-
¢om lavé dieta bude obsahovat §; a pravé 3,.

S*: Ako jediné dieta y pripojime novy vrchol obsahujtci lubovolnu
oznacend formulu A* € S*.
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Ni¢ iné nie je tablom pre S*.

Tabla a tablové pravidla

Povodné tablo Mozné priame rozsireniePravidla a oznacené formuly v nich

a a a a; a
{ O a TXAY) TX TY
O FXVY) FX FY

@ e FX—>Y) TX FY
o T-X FX FX
Y F-X TX TX

O B B B B
B 1B, FXAY) FX FY
e TXVvY) TX TY
p - TX—-Y) FX TY
,)\ny

Legenda: y je list v table 7', ), je cesta od korenia k y

Tabla a tablové pravidla (pokracovanie)

Pévodné tablo MozZné priame rozSirenie Pravidla a oznac¢ené formuly v nich

AT At est

Legenda: y je list v table 7', ), je cesta od korefia k y
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Uzavretost a otvorenost vetvy a tabla

Definicia 5.14. Vetvou tabla J je kazd4 cesta od koreria J k niektorému
listu 7.

Oznacena formula X+ sa vyskytuje na vetve r v J vtt X+ sa nachadza
vniektorom vrchole na 7. Skratene to budeme zapisovat X+ € formulas(r).

Tablo ~ dokaz sporom. Vetvenie ~ rozbor moznych pripadov. = Spor
musi nastat vo vSetkych vetvach.

Definicia 5.15. Vetva 7 tabla J” je uzavretd vtt na 7 sa sucasne vyskytuju
oznacené formuly FX a T X pre nejaku formulu X. Inak je 7 otvorend.

Tablo J je uzavreté vtt kazdd jeho vetva je uzavretd. Naopak, J” je otvorené
vtt aspori jedna jeho vetva je otvorena.

Priklad — vetvy a uzavretost

Priklad 5.16 (Vetvy a uzavretost). Uréme vetvy v table a zistime, ¢i su uzav-
reté a Ci je uzavreté tablo:

L. T(p(A) — (p(B) Ap(C))) S*

2. T((p(B) v p(D)) — p(E)) S*

3. T(p(F) — —p(E)) S*
4. F(p(A) = —p(F)) S*
5. Tp(A) a4
6. F-=p(F) ad
7. Tp(F) ab
8. Fp(F) B3 9. T-p(E) B3
%7, 8 10. Fp(E) a9
11. Fp(A) fB1 12. T(p(B) Ap(C)) B1
%5, 11 13. Tp(B) al2
14. F(p(B)vp(D)) B2 |15 Tp(E) B2
*%10,15
Korektnost tablového kalkulu
Veta 5.17 (Korektnost tablového kalkulu [ , 1). Nech S*je mno-

Zina oznacenych formiul a T je uzavreté tablo pre S*. Potom je mnozZina S*
nesplnitelnd.
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Dosledok 5.18. Nech S je vyrokovologickd tedria, X je vyrokovologickd for-
mula a nech X je vyrokovologicky dokazatelnd z S (skrat. S &; X), tj., nech
existuje uzavreté tablo pre mnoZinu oznacenych formul{T A | A € S}U{F X}.
Potom z S vyrokovologicky vyplyva X (S F, X).

Dosledok 5.19. Nech X je vyrokovologickd formula a nech X je vyrokovolo-
gicky dokazatelnd (skrdt. -, X), t.j., nech existuje uzavreté tablo pre mnoZinu
oznacenych formul {F X}. Potom X je tautologia (F, X).

Spomerite si 5.1
1. M4 kazdé tablo aspori jedno priame roz§irenie?

2. M4 kazdé tablo najviac jedno priame roz$irenie?
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5. prednaska
Korektnost a uplnost vyrokovologickych tabiel

Rekapitulacia a plan
Minuly tyzdeni:

« Sformalizovali sme ddkazy sporom pomocou tabiel.

« Vyslovili, ale nedokazali tvrdenie o korektnosti tabiel: uzavreté tablo
dokazuje vyrokovologicku nesplnitelnost

« adosledky pre dokazovanie vyplyvania a tautolégii.
Dnes:

» DokdZeme korektnost tabiel.

« Preskimame, ¢o vedia tabla povedat o splnitelnosti.

» DokdZeme uplnost tabiel.

5.3 Korektnost tabiel

Korektnost — idea d6kazu
Aby sme dokazali korektnost tabiel, teda vetu 5.17, dokaZeme postupne
dve lemy:

K1: Ak mame tablo pre splnitelnd mnozinu S* s aspoii jednou splnitelnou
vetvou, tak kazdé jeho priame rozsirenie ma tiez splnitelnu vetvu.

K2: Kazdé tablo pre splnitelntt mnozinu ST ma aspoil jednu splnitelnu
vetvu.

Z toho l'ahko sporom dokdzeme, Ze mnozZina, pre ktord sme nasli uzavreté
tablo je nesplnitel'na.
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Korektnost — pravdivost priameho rozsirenia tabla

VSimnime si:

Vetva sa sprava ako konjunkcia svojich oznacenych formul — vSetky mu-
sia byt naraz pravdivé.

Tablo sa sprava ako disjunkcia vetiev — niektora musi byt pravdiva.

Definicia 5.20. Nech S*je mnozina oznaéenych formal v jazyku £, nech
J je tablo pre ST, nech 7 je vetva tabla 7~ a nech v je vyrokovologické ohod-
notenie pre £. Potom:

« vetva 7 je pravdivd vo v (v Fp, ) vtt vo v st pravdivé vSetky oznacené
formuly vyskytujtce sa na vetve 7.

« tablo T je pravdivé vo v (v F, T°) vtt niektord vetva v table J je prav-
diva.

Korektnost — pravdivost priameho rozsirenia tabla
Pomocou predchadzajucej definicie sformulujeme lemu K1 takto:

Lema 5.21 (K1). Nech St je mnoZina oznacenych formul v jazyku £, nech
T je tablo pre ST a nech v je vyrokovologické ohodnotenie pre L. Ak St a T
su pravdivé vo v, tak aj kazdé priame rozsirenie J je pravdivé vo v.

Doékaz lemy K1. Nech S*je mnozina oznacenych formul, J je tablo pre S*
a v je ohodnotenie.Nech v k, S* a nech J je pravdivé vo v. Potom je prav-
diva niektord vetvav 7. Zoberme jednu taku vetvu a ozname ju 7. Nech 77
je priame rozsirenie J°. Nastdva jeden z pripadov:

« J, vzniklo z J pravidlom «, pridanim nového dietata z nejakému
listu y v 7, priCom z obsahuje a; alebo «, pre nejakt formulu a na
vetve 7.
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S

DR N s
@ - @ -
17T / ﬂy

ize{l,z} @ ize{l.Z}

Ak T # Ty, tak J, obsa- | Ak 7 = 7y, tak a je pravdiva
huje 7, a teda aj J; je prav- | vo v, pretoZe a je na . Potom
divé vo v. aj ay a o, su pravdivé vo v (pozo-
rovanie 5.8). Vetva 7, v table T
roz$iruje vetvu r pravdiva vo v
o vrchol z obsahujtci ozn. for-
mulu «a; alebo «, pravdiva vo v.
Preto 7, je pravdiva vo v, a teda
aj tablo J7 je pravdivé vo v.

T, vzniklo z J pravidlom g, pridanim deti z; a z, nejakému listu y
v J, pricom z; obsahuje 3, a z, obsahuje 8, pre nejaka formulu g na
vetve 7.

Ak m # m,, tak J, obsa- | Ak 7 = 7, tak v F, f, pre-
huje 7, a teda aj 7, je prav- | toZe 8 je na 7. Potom v F, §;
divé vo v. alebov Fj, B, (poz. 5.11). Ak v F,,
By, tak v Fp 7, ,atedav F, T.
Ak v F, By, tak v F, 7, , a teda
vEFp, T

T, vzniklo z J pravidlom S*, pridanim nového dietata z nejakému
listu y v T, pri¢om z obsahuje formulu A* € S*.
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@ i* est @ fﬁ est

Ak m # m, tak T, obsa- | Ak m = 7, tak 7, v table T, je
huje 7, a teda aj J; je prav- | pravdiva vo v, pretoZe je rozsire-
divé vo v. nim vetvy 7 pravdivej vo v o vr-
chol z obsahujici formulu A*
pravdiva vo v (pretoze v k, S*
a At € S*). Preto tablo 7 je
pravdivé vo v. O

Korektnost — pravdivost mnoZiny a tabla pre fnu

Lema 5.22 (K2). Nech St je mnoZina oznacenych formul v jazyku £, nech
T je tablo pre ST a nech v je ohodnotenie pre £. Ak ST je pravdivd vo v, tak
aj T je pravdivé vo v.

Dékaz lemy K2. Nech ST je mnozina oznacenych formul, nech v je ohod-
notenie a nech v k, S*. Uplnou indukciou na pocet vrcholov tabla 7~ doké-
Zeme, Ze vo U je pravdivé kazdé tablo J pre S*.

Ak ma J jediny vrchol, tento vrchol obsahuje formulu A* € S+, ktora je
pravdiva vo v. Preto je pravdiva jedina vetvav J, teda aj 7.

Ak 7 méviac ako jeden vrchol, je priamym rozSirenim nejakého tabla 77,
ktoré ma o 1 alebo o 2 vrcholy menej ako 7. Podl'a indukéného predpokladu
je I pravdivé vo v. Podl'a lemy K1 je potom vo v pravdivé aj 7. O

Korektnost — dokaz

Doékaz vety o korektnosti 5.17. Nech ST je mnoZina oznacenych formul a J°
je uzavreté tablo pre S*. Sporom: Predpokladajme, Ze existuje ohodnotenie,
v ktorom je ST pravdiva. Ozna¢me ho v. Potom podl'a lemy K2 je vo v prav-
divé tablo 7, teda vo v je pravdivé niektord vetva 7 v 7. PretoZe J je uzav-
reté, aj vetva 7 je uzavretd. Na 7 sa teda nachadzajui oznacené formuly T X
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a F X pre nejaku formulu X. PretoZe 7 je pravdiva vo v, musia byt vo v prav-
divé v8etky formuly na nej. Alev F, TX vttv F, X av F, FX vitv ¥, X.
Teda T X a F X nemozu byt obe pravdivé, ¢o je spor. O

5.4 Testovanie nesplnitelnosti, splnitelhosti a falzifikovatelhosti
Uplna vetva a tablo
Priklad 5.23. Zistime tablom, ¢i
{((rychly(p) v spravny(p)) A (citatelny(p) V rychly(p)))}
Fp (rychly(p) A (spravny(p) V citatelny(p))).
Vybudujeme tablo pre mnoZinu oznacenych formul:

S+ = {T((rychly(p) v spravny(p)) A (citatelny(p) V rychly(p))),
F(rychly(p) A (spravny(p) V citatelny(p)))}

Podari sa ndm ho uzavriet?

Uplna vetva a tablo
Nech v priklade tablové pravidla pouzivame akokol'vek,

« nendjdeme uzavreté tablo, ale

« ak pravidl4 nepouZivame opakovane na rovnakt formulu v rovnakej
vetve, po Case vybudujeme tiplné a otvorené tablo.

Definicia 5.24 (Uplna vetva a uplné tablo). Nech S* je mnoZina oznace-
nych formul a 7 je tablo pre S™.
Vetva 7 v table J je uplnd vtt ma vSetky nasledujtice vlastnosti:

+ pre kazda oznacenu formulu «, ktord sa vyskytuje na 7, sa obidve
oznacené formuly o, a a, vyskytuja na 7;

« pre kazda oznacenu formulu B, ktora sa vyskytuje na 7, sa aspori
jedna z oznacenych formul 8, 3, vyskytuje na ;

o« kazda X* € S* sa vyskytuje na 7.

Tablo T je uplné vtt kazda jeho vetva je tiplnad alebo uzavretd.
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Otvorené tablo a splnitelnost
Z otvoreného a tplného tabla pre St mozeme vytvorit ohodnotenie v:

1. n4jdeme otvorenu vetvu 7,

2. pre kazdy atom A

« ak sanazw nachadza T A, definujeme v(A) = t;
+ ak sa na 7 nachadza F A, definujeme v(A) = f;
« inak definujeme v(A) I'ubovolne.

V tomto v je pravdiva 7, a preto je v tiom pravdivd aj ST (vSetky formuly

z St sa vyskytuju na 7, lebo 7 je Gplna).

Otazka.

D& sa vzdy ndjst tiplné tablo pre S*?

 Naozaj sa z uplného otvoreného tabla da vytvorit model S*?

Existencia uplného tabla

Lema 5.25 (0 existencii iplného tabla). Nech S* je konecnd mnozina ozna-
Cenych formiil. Potom existuje uplné tablo pre S™.

Dékaz. Vybudujme tablo T, pre S* tak, Ze do koreria vlozime niektoru for-
mulu z S* a opakovanim spravidla ST postupne doplnime ostatné.

Potom tablo postupne rozSirujeme tak, Ze vyberieme l'ubovolny list y
tabla 77, ktorého vetva 7, je otvorend a nie je uplna. Potom nastane asponi
jedna z moZnosti:

+ Nar, sanachadza nejakéa formula a, ale nenachadza sa niektord z for-
mul a; a a,.

« Na 7, sa nachddza nejaka formula §, ale nenachédza sa ani jedna
z formal §; a 3,.

Ak plati prva alebo obe mozZnosti, aplikujeme pravidlo c. Ak plati iba druha
moznost, aplikujeme pravidlo . Ziskame tablo J7;,, s ktorym proces opa-
kujeme.

Tento proces po konecnom pocte krokov (preco?) vytvori nejaké tablo J7,,
v ktorom uZ neexistuje vetva, ktord by bola otvorend a nebola tplna. Teda
kazda vetva v 7, je bud uzavreta alebo tplna, ¢ize T, je uplné. O
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5.5 Uplnost

Nadol nasytené mnoziny a Hintikkova lemma

Definicia 5.26. Mnozina oznac¢enych formul S* sa nazyva nadol nasytend
vtt plati:

Hy: v S* sa nevyskytuju naraz T A a F Apre ziaden predikatovy atém A;
Hi:aka e S*,takay; € Staa, € ST,

H,:ak g € S*, tak 3; € St alebo 8, € S*.

Pozorovanie 5.27. Nech 7 je uplnd otvorend vetva nejakého tabla 7. Potom
mnoZina vietkych oznacenych formiil na m je nadol nasytend.

Lema 5.28 (Hintikkova). Kazdd nadol nasytend mnoZina S* je splnitelnd.

Dokaz Hintikkovej lemy. Chceme dokazat, Ze existuje ohodnotenie v, v kto-
rom su pravdivé vietky oznacené formuly z S*. Definujme v pre kazdy pre-
dikatovy atom A takto:

t, akTAeST;
v(A)=1f, akFAeST,
t, akaniTAaniFAniesavS™T.

v je korektne definované vdaka H, (kazdému atému priradi ¢ alebo f, Ziad-
nemu nepriradi obe).

Indukciou na stupeti formuly dokaZeme, Ze vo v su pravdivé vsetky for-
muly z S*:

1° Vsetky oznacené predikatové atomy (formuly stupiia 0) z S* sa pravdivé
VO U.

2° Nech X* € S* a nech plati IP: Vo v st pravdivé vsetky formuly z S*
niz§ieho stupria ako X*. X* je bud «a alebo g:
Ak X je a, potom obidve «;, a, € ST (H,), st niz8ieho stupiia ako X,
a teda podla indukéného predpokladu sa pravdivé vo v, preto (podla
poz. 5.8) je v iom pravdiva aj a.
Ak X je 8, potom aspori jedna z 3, 3, je v ST (H,). Nech je to ktora-
kol'vek, ma niz§i stupeni ako X, teda podla IP je pravdiva vo v, a preto
(podl'a poz. 5.11) je vo v pravdivé aj 8. O
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Uplnost
Uplnost kalkulu neformdlne: Ak je nejaké tvrdenie pravdivé, tak existuje
jeho dokaz v kalkule.

Veta 5.29 (o uplnosti tablového kalkulu [ , ). Nech ST je ko-
necna nesplnitelna mnogina ozgnacenych formul. Potom existuje uzavreté tablo
preSt.

Désledok 5.30. Nech S je konecnd teéria a X je formula. Ak S F, X, tak
Sk, X.
p

Désledok 5.31. Nech X je formula. Ak &, X, tak 7 X.

Uplnost plati aj pre nekone¢né mnoziny, ale dokaz je tazsi.

Uplnost — dékaz

Dokaz vety o tiplnosti. Zoberme I'ubovolna kone¢nu nesplnitelntt mnozinu
oznacenych formal S*.

Podla lemy o existencii iplného tabla vieme pre ST najst tiplné tablo 7,
teda také, Ze kazda vetva je bud uzavretd alebo uplna.

Ak by niektora vetva bola otvorend, potom musi byt tplnd, a teda na-
dol nasytend. Podla Hintikkovej lemy by bola splnitelnd. PretoZe obsahuje
v8etky formuly z S*, bola by aj S* splnitelnd, ¢o je spor s nesplnitelnos-
tou St.

Preto musia byt vSetky vetvy tabla J uzavreté. O

5.6 Nové korektné pravidla

Problémy so zakladnymi pravidlami

Zakladné tablové pravidld su jednoduché, l'ahko overitel né a analytické —
z (ne)pravdivosti zloZzenej formuly odvodzuju (ne)pravdivost jej priamych
podformul.

Nie su ale uplne pohodIné ani prirodzené, hlavne S.

Priklad 5.32. Dokazme, Ze pre vSetky formuly A, B, C, X, Y, Z:

(A= C),(B—C),(C—X),(C—Y),(XAY)= Z)}
Fo ((AVB) = 2)
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Vsimnime si:

« Casté pouZitia pravidla 8 na implikaciu, kde sa jedna vetva ihned uzav-

rie;

« opakovanie jedného podstromu dokazu.

Riesenie prikladu 5.32

Tablo pre

StT={T(A->C), TB—-C), T(C->X),TC->Y),T(XAY)—> 2),
F((AVB) — 2)}

1.T(A-C)
2.T(B—C)
3.T(C = X)
4.T(C -Y)
5T((XAY)— Z)ST
6.F((AVB) - Z) St

S+
s+
S+
s+

7.T(AVB) a6
8.FZ a6
9. FXAY)B5 28.TZ @5
10.TAB7 19.TB g7 *8,28
11.FABI 12.TC Bl 20.FB B2 21.TC B2
#* 10,1193 Fegs 14.TX B3 #1920 Fegs 23.TX B3
*12, 1375 FCga 16.TY 4 # 2L 2250 FC g4 25.TY B4
#12, 1517 Fx o [18.FY g9 * 2124756 EX B9 |27.FY B9
* 14,17 * 16,18 % 23,26 * 25,27

Odstranenie problémov — nové pravidla
Keby tablovy kalkul obsahoval napriklad velmi prirodzené pravidla mo-
dus ponens, modus tolens a rez:

TX->Y) TX
TY
TX->Y) FY
FX

TX |FX

dokaz v priklade by sa dal sprehl'adnit a odstranila by sa duplicita.
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Riesenie prikladu 5.32 s modus ponens a modus tolens

1. TA-0) St

2. T(B = O) s+

3. T(C - X) St

4. T(C-Y) St

5 T(XAY)—>Z) ST

6. F(AVB)—> 2Z) St

7. T(AVB) ab

8. FZ ab

9. FXAY) MTS5,8
10. TA B7 16. TB 87
11. TC MP1,10 17. TC MP2,16
12. TX MP3,11 18. TX MP3,17
13. TY MP4,11 19. TY MP4,17

14. FX B9 |15. FY B9 | 20. FX B9 | 21. FY B9

* 12,14 % 13,15 % 18,20 * 19,21

Riesenie prikladu 5.32 s rezom, modus ponens a modus tolens

1. TA-0) St
2. T(B—> ) St
3.T(C - X) S*
4. T(C-Y) St
5 T(XAY)—>Z) ST
6. F(AVB)—> 2Z) St
7. T(AVB) ab
8. FZ ab
9. FXAY) MT5,8
10. TC cut 15. FC cut

11. TX MP3,10

1 16. TA B7 18. TB 87
12. TY MP4,10 17. TC MP1,16| 19. FB MT2,15
13. FX B9 | 14. FY B9 15,17 18,19

* 11,13 * 12,14

Ingrediencie korektnosti a Gplnosti tabiel

VSimnite si: a a
Na dokazanie korektnosti tablového kal- a a,
kulu stacilo, aby mali pravidl4 vlastnost: B — Atest
BB A

Nech v je lubovolné ohodnotenie, v ktorom je pravdiva S*. Ak je vo v prav-
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diva premisa, tak je vo v pravdivy aspoti jeden zdver.

« Vdaka tejto vlastnosti zo splnitelnej mnoziny S* skonstruujeme iba
splnitelné tabla.

+ Netreba opacnua implikaciu (ak je vo v pravdivy aspori jeden zaver,
tak je vo v pravdiva premisa).

Na doékaz tiplnosti stadili pravidla (S1), a, 3, pretoze sta¢ia na vybudova-
nie uplného tabla.

Nové pravidlo
Co sa stane, ak priddme nové pravidlo, napriklad modus ponens:

TX-Y) TX
TY

? (MP)

Upravime definiciu priameho rozSirenia:

Uprava definicie 5.13
... Nech 7 je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre St je aj
kazdé priame rozsirenie J° ktorymkolvek z pravidiel:

“: cee

MP: Ak sa na vetve 7, nachddzaju obe formuly T(X — Y)a TX, tak ako
jediné dieta y pripojime novy vrchol obsahujuci TY.

Nové pravidlo vs. korektnost a Gplnost
Korektnost tabiel s MP:
Pri dokaze lemy K1 (5.21)

Nech S*je mnozina oznaCenych formul v jazyku £, nech J je tablo pre S*
a v je ohodnotenie pre £. Ak st1 ST a J pravdivé vo v, tak je vo v pravdivé aj
kazdé priame rozsirenie tabla 7.

vyuZijeme
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Tvrdenie 5.33 (Korektnost pravidla MP). Nech X a 'Y st lubovolné formuly
a v jelubovolné ohodnotenie. Ak stivo v pravdivé T(X — Y)aTX, takjevov
pravdivd TY.

Doékaz. KedzZev Fp T(X - Y), takv Fp (X —>Y) tedav ¥, X alebo v Fp Y.
PretoZe ale v I:p TX, takv I:p X. Takze v I:p Y,atedav l:p TY. O

Dokaz lemy K2 (5.22) a samotnej vety o korektnosti (5.17) — bez zmeny.
Uplnost — bez zmeny, uplné tablo vybuduju zékladné pravidla.

Tablové pravidla vo vSeobecnosti — problém

Zadefinovat vo v§eobecnosti, o je pravidlo a kedy je korektné, nie je také
jednoduché.

Potrebujeme zachytit, Ze pravidlo:

« ma premisy, ktoré nejaky tvar a zdiel'ajii nejaké podformuly, napr. mo-
duls tolens (MT) m4 premisy T(X - Y)aFY;

» odvodzuje z nich zavery, ktoré tiez zdiel'aju podformuly s premisami,
napr. F X (alebo medzi sebou v pripade rezu).

pre vSetky moZné zdielané podformuly, v naSom priklade X a Y.

Tablové pravidla vo vSeobecnosti — vzor

Pravidlo sa d4 predstavit nasledovne:

Pravidlo ma vzor — dvojicu tvorent vzormi premis a zaverov, kde spo-
lo¢né podformuly predstavuju konkrétne atémy, napr. vzor pravidla MT:

T(p(c) = q(c)) Faq(c)
Fp(c)

Tablové pravidla vo vseobecnosti — instancia
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Kazdy konkrétny pripad — instancia pravidla vznikne substituciou lubo-
vol'nych formul za atémy vo vzore:

T(p(c) = q(c))ip(c)I(sedan(a) A biely(a)), a(c)|kupi(B, )]
F a(c)Ip(c)l(sedan(a) A biely(a)), a(c)lkupi(B, a)]
F p(c)[p(c)|(sedan(a) A biely(a)), a(c)|kupi(B,a)]
T((sedan(a) A biely(a)) — kupi(B, a))
F kupi(B, a)
F(sedan(a) A biely(a))

Tablové pravidla vo vSeobecnosti — pravidlo
Samotné pravidlo je mnoZina vSetkych inStancii vzoru:

T(p(c) = a(c))ip©)IX, a©)IY]
MT = Fa()ir@IX, a@lv] X,Y €&,
F p(O)lp©)Ix, a(0)|Y]

Samozrejme, konkrétne pravidlo vieme zapisat aj bez substittcie:

TX->Y) FY
FX

MT:E ‘X,Y684§

Tablové pravidla vo vSeobecnosti

Definicia 5.34 (Vzor tablového pravidla). Nech n > 0 a k > 0 su priro-
dzené ¢isla, nech P, ..., Py, CT, ..., C; st oznacené formuly.
Dvojicu tvorent n-ticou (P}, ..., Py ) a k-ticou (Cy, ..., C; ) a zapisovanu

pIr p;{
il Te

nazyvame vzorom tablového pravidla.
Oznacené formuly P/, ..., P} nazyvame vzory premis, oznacené formuly
cr,..., C; nazyvame vzory zdverov.
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Tablové pravidla vo vseobecnosti

Definicia 5.35 (Tablové pravidlo a jeho inStancia). Nech

p;r p;{
+ +
¢t ||
je vzor tablového pravidla a a4, ..., a,, su vSetky atdmy, ktoré sa vyskytuja
v oznalenych formulach P, ..., P}, Ci*, ey C;.

Tablové pravidlo R je mnoZina

+ +
R= Pliaixi, .. anixnl =0 Pplaixi. .. anlXn]

X1y s X € Ep }

+ +
Cllal e amlXn] | +o ‘ Cy larlXi. o aplXn]

Kazdy prvok mnoziny R nazyvame instanciou pravidla R.
Nové pravidla vo vseobecnosti
Ked uZ vieme, ¢o je pravidlo, mdZeme povedat, kedy je korektné:

Definicia 5.36 (Tablové pravidlo a jeho korektnost). Tablové pravidlo R je
korektné vtt pre kazdu inStanciu pravidla R

p;' p;
cf [ e

a pre kazdé ohodnotenie v plati, Ze ak st vo v pravdivé vsetky premisy P;,
..., Py, tak je vo v pravdivy niektory zaver C, ..., Clj.

Nové pravidla vo vseobecnosti

Uprava definicie 5.13

« Nech 7T je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre St je
aj kazdé priame rogsirenie J ktorymkolvek z pravidiel:
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R: Ak sa pre nejaku inStanciu pravidla R

pIr p;

¥ =

cy ¢
na vetve 7, nachadzaju vsetky premisy P}, ..., Py, tak k uzlu y
pripojime k novych vrcholov obsahujucich postupne zavery C,

+
0 G

Priklad: korektnost rezu
To, Ze rez

TX | FX

je korektné pravidlo, dok4dZeme velmi I'ahko:

Tvrdenie 5.37 (Korektnost pravidla rezu). Nech X je [ubovolnd formula

a v je lubovol'né ohodnotenie. Potom je vo v pravdivy niektory zo zdaverov pra-
vidla rezu TX alebo F X.

Dékaz. Formula X je vo v bud pravdivé alebo nepravdiva. V prvom pripade
v Fp TX. Vdruhom pripade v F, F X. Teda v oboch pripadoch plati, Ze vo v
je pravdivy niektory zo zaverov T X alebo F X pravidla rezu. O

Priklad: zlozZitejSie pravidla
Priklady zloZitejSich pravidiel:
+ Viacnasobné pravidla (8 :

TA, VA, V---VA,) F(ALAA A~ ANAY)
TA |TA, |- |TA, FA, [FA, |- |FA,

« Pravidlo konS$truktivnej dilemy:

TP->Q) TR-S) T(PVR)
TQ \ TS

Zistite, i su tieto pravidla korektné.
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5.7 Iné dokazovacie systémy

© Materidl znasledujiicich slajdov sluzi na ilustrdciu historickych suvislosti a roz-
Sirenie vSeobecného prehladu. Ak ho nepreberdme aj inde, netreba sa ho ucit
na skusku ani na pisomky.

Ukazeme si niekol'ko inych dokazovacich systémov pre vyrokovu logiku
a porovname ich navzjom.
Hilbertov kalkul
Schémy axiom:
Al 9= (¥ —9)
A2 (p=> @ - ) - (p—>9) = (p—x)
A3. (¢ = =) = (¢ = ¥)
Odvodzovacie pravidlo:

» Y
Y

Korektnost: Vsetky axiomy su tautologie, MP je korektné pravidlo. FOL:
Ano, pridat 2 axiémy a 2 pravidl4 pre kvantifikatory.

modus ponens, MP

Hilbertov kalkul: priklad dokazu
DokaZzeme p — p.

L(p->Wp—-pP—->p)->(p—>(@->p)->({@-Dp) A2
2.p—>p—->p)—p Al
3.(p—>(p@—>p)—(—Dp MP(2,1)
4. p—(p—p) Al
5.p—p MP(4,3)

« DoOkaz je neprimerane dlhy a zahfiia formuly podstatne zloZitejSie
ako dokazovana. Odkial ich vziat?
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Hilbertov kalkul vs. tabla

 Korektnost Hilbertovho kalkulu: Kazdd formula v dokaze je splnend v
kaZzdej Strukture (lebo je to tautologia ¢i dosledok MP). Korektnost je
tak zjavnd, priam trivialna.

« Naopak pri tablach je korektnost komplikovana: tablo dava zmysel
len ako celok, jednotlivé formuly v iom st bezvyznamné, nevieme
ni¢ povedat o ich splnitel'nosti (dokonca niektoré vetvy obsahuju spor,
ale to je opdt vlastnost celej vety, nie jednotlivych formul na nej).

« Korektnost tablového kalkulu: Mnozina S¥ je splnitel'na vit existuje vetva,
v ktorej s v nejakej Struktiire splnené vietky formuly naraz.

« Tieto (Cervene vyznacené) invarianty sa zachovaju aj po pridani kvan-
tifikatorov.

Hilbertov kalkul vs. tabla
Pri uplnosti je to zase naopak:

« Pre tabld je pomerne zjavn4 — tablo rozbije formulu na atémy a ak by
pre tautoldgiu X nebol v nejakej vetve tabla pre F X spor, priamo si z
vetvy pre¢itame ohodnotenie atémov, v ktorom by X nebola splnena.

« Pre Hilbertov kalkul vobec nevidno, pre€o by prave uvedené axiomy
boli postacujtce. Priklad podobnej sady axiém, ktora nie je uplna:
AL ¢ = (@ - 9)
A2. ~¢ = (9 = 9)
A3, @ - @

Sekventovy kalkul

Sekvent je zapis v tvare I' I A. Intuitivne: ak platia v§etky formuly z T,
potom plati aspori jedna formula z A.

Zakladné pravidla:

« Identita (Ax): ¢ F ¢
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« Oslabenie: rra rra

ok A’ FT'FAgp
. LppkEA '-A@,¢
« Kontrakcia: ToFa T a0

Lo, FA 'EA Y
[, A T'HAY,

Vymena:

Tkoe ¢T'FA
I.IMg>pFA

Pravidla pre log. spojky, napr. —;:

Korektnost: Vietky pravidla zachovavaju pravdivost. FOL: Ano, pridat
4 pravidla pre kvantifikatory.

Sekventovy kalkul: priklad dokazu
Dokézeme sekvent p, p - q F g.

pFp ™ gEg®
(_)L)

p,p—>qbkgq

Pri pouziti >; mame ' = p,I" =@, ¢ = p,p =q,A =q.

» Nutnost pravidiel pre vymenu a kontrakciu naznacuje neprijemnosti
pri pouZivani.

« Dokazované formuly postupne skladame z jednoduchsich casti, ne-
vyskytuje sa pouzitie ,,uhddnutych“ dlhych formul ako pri Hilberto-
vom kalkule.

« Dokazy v niektorych variantoch sekventového kalkulu vyzeraju ako
tablo obratené hore nohami.

Sekventovy kalkul: teéria typov

« Sekventovy kalkul sa vyuZiva v tedrii typov. Mnozina I' reprezentuje
typy existujucich premennych, t.j. kontext, v rdmci ktorého uvazu-
jeme o typoch novych premennych.
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« Ukdazka pravidiel:
'-f:A->B T'kta:A Ix:AkFt:B
'+ f(a): B I'(Ax.t) : A—>B

« Typy v programovacich jazykoch st netrividlny problém: napr. Sab-
lony v C++ su turingovsky uplné (v ¢ase kompilacie).

« Funkciondlne jazyky ako Haskell si cenené pre I'ahkt dokazatelnost
spravnosti programov. Suc¢astou tych dokazov je presné a dokazatelne
korektné uvazovanie o typoch premennych.

Rezolvencia

Rezolvencia operuje nad klauzulami (disjunkciami literdlov) a odvo-
dzuje nové klauzuly, kym nendjde spor (prazdnu klauzulu).

Dve pravidla:

(AvCVv(Gy) (mAV BV B,) AVAVC VG,
C,VC,VB; VB, AVC, VG,

Rezolvenciou mozno zniZit pocet klauzul ¢i boolovskych premennych
(atémov vo formulach), ¢o naznacuje, ako postupovat pri dékaze nesplni-
telnosti mnoZiny formul.

Korektnost: Rezolven¢né pravidlo zachovava pravdivost. FOL: Ano, po-
mocou skolemizicie a unifikacie.

Rezolvencia: priklad dokazu
DokéZeme nesplnitel nost mnoziny
{AVB, —A, -B}.
1. Rezolvujeme A V B s A, dostaneme B.
2. Rezolvujeme B s =B, dostavame prazdnu klauzulu, t4 je nesplnitelna.

« Vstup pre rezolvenciu je ,,umely”, kedze vSetko treba prepisat do
klauzul.

+ Ajdokaz je tak dost neprirodzeny a nekopiruje origindlnu formaliza-
ciu.
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Dokazovacie systémy
Existuju iné typy dokazovacich systémov, najmi dvoch druhov:

« Historické, su prekonané alebo sa neujali, napr. aristotelovské sylo-
gizmy i existencidlne grafy (obrazkovy systém, Peirce 1882). Vlastne
kazdy velky logik v minulosti vymyslel vlastny systém, ked’Ze sme ne-
mali ziadne Standardy.

« Moderné z poslednych cca 20 rokov, budiicnost nejasna.

Pre vyrokovii logiku st vSetky dokazovacie systémy uplné (ak je nieco
pravda, existuje dokaz) a dokaz vieme algoritmicky néjst.

Pre predikdtovii logiku (s kvantifikdtormi) sa daja pouzit vSetky okrem
SAT solverov. Stale st uplné, ale dokaz nemozno algoritmicky hl'adat. Tu je
velky priestor pre umelu inteligenciu.

Dokazovacie systémy
Pouzivané dokazovacie systémy sa daja zhruba zhrnuat do dvoch skupin:

« hilbertovské: ,,vela axiom, malo pravidiel“ (bezne len MP), dokazy st
dlhé, pdsobia umelo a neintuitivne;

 gentzenovské: ,,vela pravidiel, malo axiom*“ (idedlne Ziadne), dokazy
su kratSie a priamociarejSie (ale Strukturalne zloZitejSie, vetvenie miesto
linearnosti) — tabld, prirodzen4 dedukcia, sekventovy kalkul.

Rezolvencia a SAT solvery su skor gentzenovské (nemaju axiomy), ale st
zamerané na vypoctovy vykon, nie prirodzenost, priamociarost ¢i prehl'ad-
nost dokazov.

Pre trénovanie AI ma prehladnost a generalizovatelnost velkd hodnotu
aj z hladiska pocitacového spracovania, nielen pre I'udské pochopenie. Napr.
AlphaProof sa ucil na miliénoch vygenerovanych dokazov nevelmi zauji-
mavych geometrickych tvrdeni v Lean.

Historia
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1900

1920s
1930s
1950s
1965

1970s
1980s
1990s
2000s

2010s

2020s

Hilbertov program (hl'adanie uplnej sady axiém)
hilbertovsky systém (Hilbert, Ackermann)

prirodzena dedukcia a sekventovy kalkul (Gentzen)

tablo (Beth, Smullyan)

rezolvencia (Robinson)

Prolog (SLD-rezolvencia, orientovand na ciel)

tabld pre modalnu logiku (musi/moZze byt)

tabla na vrchole popularity

ustup tabiel, rezolvencia pre FOL s rovnostou (dokazovac Vampire),
SAT solvery pre vyrokovu logiku

SMT solvery (SAT + aritmetika + polia, nie kvantifikatory),
dominuju vo verifikicii programov

Lean (based on type theory), Al proof search
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6. prednaska
SAT solvery

Casti tejto prednasky sa netreba ucit na skusku, slazia len na ilustraciu
historickych ¢i vecnych suvislosti a roz§irenie v§eobecného prehladu. Su
oznacené slovom ,,informativne“ na slajde alebo v ndzve podkapitoly.

6 SAT solvery

6.1 Problém vyrokovologickej splnitelnosti (SAT)
Problém SAT

Definicia 6.1 (Problém SAT). Problémom vyrokovologickej splnitelnosti (SAT)
je problém urcenia toho, ¢i je dand mnoZina vyrokovologickych formul spl-
nitel'na.

+ Zvycajne sa redukuje na problém splnitelnosti klauzdlnej teérie (teda
formuly v CNF).

« SAT solver je program, ktory rieSi problém SAT.
Priklad 6.2. Nech a, b, ¢ st predikatové atomy. Nech S = {(a v b),(a Vv
=b),(ma v b),(ma Vv -b Vv —c),(—a Vv c)}. Je mnozina klauzul S splnitelna?
Problém SAT
Suvisiace problémy:
+ AIlISAT — n3jst vSetky ohodnotenia, pre ktoré je formula splnena
« #SAT — zistit pocet ohodnoteni, pre ktoré je formula splnena

+ MaxSAT — zistit najvac¢si mozny pocet klauzul formuly v CNF, ktoré
je mozné splnit sti¢asne

» weighted MaxSAT — klauzuly maju r6znu vihu a maximalizujeme
sucet vah splnenych klauzul
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» 3-SAT — klauzuly maju < 3 literaly (NP-tazké)
+ 2-SAT — klauzuly maju < 2 literaly (P)
Problém SAT
Praktické vyuZitie:
« verifikacia hardvéru (Intel i7)
« verifikacia softvéru (Windows 7 device drivers)
« manazment softvérovych zavislosti (Eclipse plugins, Python Conda)
« konfiguracia produktov (Daimler)

« bioinformatika, kryptologia

expertné systémy, letova kontrola, rozvrhovanie, ...

Historia (informativne)

« vyrazny pokrok v rokoch 1996-2001, ked sa SAT solvery stali dosta-
to¢ne rychle pre praktické vyuzitie

« od r. 2002 kaZdoro¢ne SAT Competition

« o.i. kategdria ,,Glucose hack“ — modifikacia existujuceho solvera ne-
smie presiahnut 1000 znakov

« desiatky SAT solverov s otvorenym zdrojovym kédom

+ 2013+ SAT configuration competition: pre obmedzeny okruh vstu-
pov mozno dosiahnut zrychlenie typicky 2-10x (4,5 pre verifikaciu
hardvéru)
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6.2 Vypoctova zlozZitost: tedria a prax (informativne)
Vypoctova zlozZitost — tedria

« zlozZitost algoritmu — pocet krokov vypoctu ako funkcia vel’kosti vstupu
n (nezavisi od hardvéru)

« zloZitost problému — zloZitost optimalneho algoritmu rie§iaceho dany
problém; je zndma len velmi vynimoc¢ne, napr. triedenie porovnava-
nim je O(nlogn)

« zloZitost porovnavame za predpokladu n iduceho do nekone¢na

Vypoctova zlozZitost — tedria

+ od cca 1970 problémy delime na ,,lahké* (zndmy polynomidlny algo-
ritmus, trieda P) a ,,tazké® (nik nepozna polynomidlny algoritmus,
triedy NP, PSPACE...)

« vela tazkych problémov patri do NP: rieSenie je moZné overit v poly-
nomidlnom case

« napriek rozsiahlemu vyskumu vobec nevieme, ¢i P # NP
« niektoré problémy st nerozhodnutelné (vieme dokazat, Ze nemdze
existovat algoritmus)
Vypoctova zloZitost — prax

« 2" je lepsie ako n'% (ale ak sme na nieco nasli polynomialny algo-
ritmus, zvacsa sme do par rokov nasli aj prakticky pouziteIny polyn.
algoritmus)

« asymptotické porovnavanie ignoruje konstanty, a tie su niekedy pod-
statné (napr. v quicksorte sa nepouziva linedrny algoritmus na hla-
danie medianu)

« teoreticky najlepSie algoritmy neraz nie st implementované — su vy-
hodné len pre obrovské vstupy (ktoré sa mozno ani nezmestia do pa-
maéte)
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 hardvér je neraz doélezitejsi ako algoritmus (hodinky dnes maju viac
vykonu ako niekdajSie superpocitace)

+ niekedy je podstatny Specializovany hardvér (napr. Bitcoin mining,
Al
Vypoctova zlozZitost — prax
« strojovy cas je lacnejsi ako 'udsky; komplexita alg. prinaSa chyby

 niekedy vyuZivame pravdepodobnostné algoritmy, ktoré napr. nega-
rantuju ¢as behu v najhorSom pripade, ale ,,takmer vZdy*“ st rychle

« NP-uplné problémy su teoreticky ekvivalentné, ale v praxi vyrazne
odli$né (edge colouring vs. circular edge colouring)

« algoritmy s velkou zloZitostou ob¢as funguju prekvapivo dobre, najmi
ak su doplnené efektivnymi heuristikami

« klasicka tedria zlozitosti nezohl'adiiuje nerovnomernu distribuciu vstu-
pov vyskytujucich sa v praxi

« pre problém splnitel'nosti su praktické vstupy aj 10-100x vicSie, nez

naznacuje tedria

Problém SAT

« prvy problém s dokdzanou NP-uplnostou

« teoreticka zlozitost najlepsich algoritmov cca 1.3" v najhorSom pri-
pade

« ale v praxi rieSitelny pre tisice aZ miliony premennych/atémov
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6.3 Algoritmy na rieSenie problému splnitelnosti

Historia (informativne)

« hrub4 sila (tabulka vSetkych ohodnoteni)

backtracking

DPLL [1960]

CDCL (conflict-driven clause learning) [1996]

watched literals [2001]

« VSIDS heuristic [2001]

VSIDS combined with machine learning [Maple 2016+ ]

Tabul'kova metéda
Tabulkova metdda:

« Sktima v§etky ohodnotenia predikatovych atomov

o Trva O(s-2") krokov,
- nje pocet atdmov a s je sucet velkosti klauzul
- 2" ohodnoteni, pre kazdé treba zistit, ¢i st vSetky klauzuly prav-
divé
» Zabera priestor O(k-2")
- k je pocet klauzul

- Pamitame si (piSeme na papier) celt tabulku

« Tabulka sluZi aj ako dokaz pripadnej nesplnitelnosti

- krat$i dokaz nesplnitel'nosti nez kompletny zdznam ¢innosti al-
goritmu rieSiaceho SAT zatial nemame

- ak by existoval dokaz s polynomidlnou dizkou, bolo by NP =
coNP
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6.4 Backtracking

Naivny backtracking v Pythone

#!/usr/bin/env python3
class Sat(object):
def __init__(self, n, clauses):

self.n, self.clauses, self.solution = n, clauses, None

def checkClause(self, v, c):

return any( ( v[abs(lit)] if 1it > 0 else not v[abs(lit)] )

for lit inc)
def check(self, v):

return all( self.checkClause(v, cl) for cl in self.clauses )

def solve(self, i, v):

if i >= self.n: # ohodnotili sme vsetky atomy

if self.check(v):
self.solution = v
return True
return False
for b in [True, False]:
v[il=b
if self.solve(i+l, v):
return True
return False
Sat (20, [[]1]).solve(0, {})

Strom prehladavania ohodnoteni

s — sucet velkosti klauzual

S={(avb),(aVv-b),(~aVvb),(maVv-bV-c),(-aVc)}

X znamenav ¥, S

a—
fa 0}
b>—>0/ \b|—>1
{am0, {a 0,
b 0} b1}

c>—>0/ \C|—>1 c>—>0/ \cr—>1

fa—»0, {a~0, {a~0, {aw0,
b0, b~ 0, b1, b1,

¢ 0} cH 1} ¢ 0} cH 1}

X X X X

c>—>0/ \c>—>1

{a- 1}

b>—>0/ \b»—>1

Cas: O(s-2"), priestor: O(s+n);
n — pocet atdbmov,

{am1,
b1}

c>—>0/ \c>—>1

{am1,
b1,
¢ 0}

X

{a—1,
bm1,
cH 1}

X



Priebezné vyhodnocovanie klauzul
Strom ohodnoteni:

« List — ohodnotenie v§etkych premennych

« Kazdy uzol — ¢iastoéné ohodnotenie

Ohodnotenie v uzle je rozsirenim ohodnotenia v rodi¢ovi

Niektoré klauzuly sa daja vyhodnotit aj v ¢iastoénom ohodnoteni
- V ¢iasto¢nom ohodnoteni v = {a ~ 0,b — 1} sa da urcit prav-
divost (a v b), (a vV =b), (ma v b) z nasej S
» Ak nijdeme nepravdivl, mdéZzeme hned ,backtracknut“ — zastavit
prehl'adavanie vetvy a vratit sa o Groven vysSie

- V ¢iastoénom ohodnoteni v = {a — 0,b — 0} je nepravdiva
(avb)zS

Prehladavanie s priebeZznym vyhodnocovanim
S={(avb),(av-b),(mavb),(~aVv-bvVv-c),(-aVc)}

X znamenav ¥, S ? znamen4 zatial Ziadna nepravdiva klauzula
a0 -1
? ?
beo/ Nemt SN
vE, (avb) vk, (aV-b) vk, (mavb) ?

vE, (mave) vk, (maVv-bv o)
X X

Zjednodusenie mnoziny klauzul podla literalu
Nech v je ¢iasto¢né ohodnotenie, v ktorom v(a) = 1.
V kaZzdom rozsireni ohodnotenia v:
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« su pravdivé klauzuly obsahujuce a
-{ar1,.}F,(aVvb)
-{am1,..}F, (aVv-b)

+ je pravdiva klauzula (¢, V --- Vv ma Vv --- V ¢,,) obsahujuca —a vit je

pravdiva zjednodusend klauzula (€, V --- vV --- vV ¢€},)
-{am1,.}F,(mav-abv-e)vit{a = 1,..} F, (7bV =)
TakzZe mnozinu S mo6Zeme gjednodusit:
« klauzuly s a mbézeme vynechat;

« klauzuly s ~a moéZeme gjednodusit.

Zjednodusenie mnoziny klauzul podla literalu
Mnozinu klauzul

S ={(avb),(av-b),(-maVvb),(-mav-bVv-c),(-avc)}
mobzeme zZjednodusit podla a — 1 na

Sla 1 =1 b, (=b Vv o), c L
Analogicky moézZeme S zjednodusit podla a — 0 na

Slarso={ b b 3

Zjednodusenie mnoziny klauzul podla literalu

Definicia 6.3. Nech P je predikatovy atéom, S je mnozina klauzul, (¢, f) je
dvojica pravdivostnych hodnét. Potom definujeme

S|P,_,f={(€1v---v---v€n)|(£1v---vPv---vt’n)eS}
U{C | C € S, vC sanevyskytuje P ani =P }
Slps =11V VvevE) | (V- VAPV VE,)ES}
U{C | C € S, vC sanevyskytuje P ani =P}
S|—-P|—>t=S|Pr—>f
S|—|P._>f:S|Pr—>t

Tvrdenie 6.4. Nech P je predikdtovy atom, S je mnoZina klauzul, (¢, f) dvoj-
ica pravdivostnych hodnét. Nech b € {t, f} a v je ohodnotenie také, Ze v(P) =
b. Potomv F, Svitv k, S|p ., p-
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Propagacia jednotkovych klauzul
Nech T = {(a v —b),(a Vv b V c)}. Za¢nime zjednodusenim podla a ~ 0:
« T":=Tlg s g =1{"b,(bVo)}
- =b — jednotkovd klauzula (unit clause alebo iba unit)
- T’ spifiaju iba ohodnotenia v, kde v(b) = 0

- Takze T’ zjednodusime podla b — 0

T :=T'p o o ={c}
- ¢ — jednotkova klauzula
- T spiiiaju iba ohodnotenia v, kde v(c) = 1
- Takze T" zjednodusime podla c
« T" :=T"|. - 1 = {} prazdna, pravdiva v hocijakom ohodnoteni.
Podl'a tvrdenia 6.4:
- T” je pravdiva v kazdom ohodnoteni, kde v(c) = 1.
- T’ je pravdiva v kazdom ohodnoteni, kde v(b) = 0, v(c) = 1.

- T je pravdiva v ohodnoteni v = {a — 0,b — 0,c — 1}.

Prehladavanie so zjednodusovanim klauzdla unit propagation

Propagdcia jednotkovych klauzul (unit propagation) je proces opakova-
ného rozSirovania ohodnoteni podla jednotkovych klauzul a zjednoduSo-
vania.

{(avb),(aVv-b),(maVvb),(maV-bV-c),(-aVvc)}

a0 — 1
{b,—b y T=ave) } {wdstr=r7, b, (=b V ), ¢}
{0} ‘_:".-_  {¥ —c,c}
c—0 " 1/4—-([
|
X
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Eliminacia nezmieSanych literalov
Vsimnime si literal P v mnozine klauzual:

T ={(~av-bvec),(maVvP),(-bVP),a,b,-c}

Literal P je nezmieSany (angl. pure) v T: P sa vyskytuje v T, ale jeho kom-
plement —P sa tam nevyskytuje.
NechT' :=T|p 1 ={(nraVv-bvVec),a,b,~c}

« Ak ngjdeme ohodnotenie v F, T, tak vy :=v[P — 0]ajv; :=v[P
1] st modelmi T’ a v; je navySe modelom T, teda T je splnitelna.

« Ak je T’ nesplniteln4, tak je nesplnitelna kazda jej nadmnozina, teda
aj T.

Z hladiska splnitel'nosti st klauzuly obsahujtice P nepodstatné. Staci uva-
ZzovatT|p s 1.

Eliminacia nezmieSanych literalov

Definicia 6.5. Nech P je predikatovy atém. Komplementom literalu P je —P.
Komplementom literalu —P je P.
Komplement literalu ¢ oznacujeme ¢.

Definicia 6.6. Nech ¢ je literal a S je mnozina klauzul. Literal ¢ je nezmie-
Sany (pure) v S vtt ¢ sa vyskytuje v niektorej klauzule z S, ale jeho komple-
ment ¢ sa nevyskytuje v Ziadnej klauzule z S.

Tvrdenie 6.7. Nech ¢ je literal a S je mnoZina klauzil. Ak € je nezmieSany
v S, tak S je splnitelna vtt S|y , 1 je splnitelnd.

6.5 DPLL a sledované literaly

DPLL

Algoritmus 6.8 ( [ 1, [ D.
1: def DPLL(®,v):
2: if @ obsahuje prazdnu klauzulu:
3: return False
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R A A

11:

if v ohodnocuje vsetky atémy:
return True
while existuje jednotkova (unit) klauzula ¢ vo &:
@, v = UNIT-PROPAGATE(?, @, V)
while existuje nezmiesany (pure) literal ¢ vo @:
@, v = PURE-LITERAL-ASSIGN(?, @, )
X = CHOOSE-BRANCH-ATOM(®, v)
return DPLL(®|x s ¢, v(x & 1)) or DPLL(®|, f v(x ~ f))

Technika sledovanych literdlov (watched literals)
Aby sme nemuseli zjednoduSovat mnozinu klauzul:

Pre kazdu klauzulu vyberieme 2 sledované literdly.
(=a® v =b® Vv )

Sledovany literdl musi byt nenastaveny alebo true, ak sa to da.

Ak sa sledovany literal stane true: ni¢ nemusime robit.
{a — 0} (—a® v =b® Vv —¢)

Ak sa sledovany literdl stane false: musime néjst iny.
{a w1} (ma® v =b®V =c®)

Ak iny nie je, prave sme vyrobili jednotkovu klauzulu

(vSetky literaly okrem druhého sledovaného su false),
{a-1,bm 1} (ma Vv =b? Vv el

alebo spor (aj druhy sledovany je uz false).
{a-»1,b- 1,c- 0} (=a? v c?)

Ked backtrackujeme: ni¢ nemusime robit (mozZno sa niektoré sledo-
vané literaly stand nenastavenymi).

Technika sledovanych literdlov (watched literals)

netreba v kazdom kroku prepisovat skimanu formulu

pri unit propagation mame priamo odkaz na relevantné klauzuly, ne-
musime prepisovat vSetky ani hl'adat ich vo formule
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« Ziadna praca pri kroku naspit

+ pre 3-SAT sa uSetri len malo, preto preferovana vel'kost klauzul je vy-
razne viac ako 3 (dosiahne sa predspracovanim vstupu)

« nezlepSuje asymptoticku zloZitost, ale velmi uZito¢né v praxi

Prehladavanie s unit propagation a sledovanim
{(@®Vb®),(@?v-b),
(=a® v b®),(—a® v c®),
(=a® v =b® v —c)}

GHMHI

{(a® v b®), (a? v b), { (@®vb),(a®v-b®),
(~a® Vv b®), (~a® v c®), (=a®? v b?),(—a? v ),
(=a® v =b® Vv =)} (7aRX v -b®v ~c®)
b0/ Nbr1
(@ vb®), (@@ v-p®), 7T BT @O Vb9, @@vb®),
(=a®V b?),(a® v ), 5 (=a® v b®),(ma? v ),
(—.a@’ vV -b®v —|C)} (—|l1 \% ﬁb? \% ﬂC?)}

{ (a® Vv b®),(@®v-b®),
(=a® v b?),(ma? v ),
(ma Vv =b? v =P )}

X

6.6 CDCL

CDCL — conflict-driven clause learning
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Step 1

X1+ x4

X1+ x3 +x8

X1+ x8+x12

X2 + x11

X7+ x3' +x9

X7+ X8 +x9’

X7 +x8+x10’

X7 +x10+x12

O x1=0

(z1ta — rozhodnutie, $edd — unit propagation)

Step 2

X1+ x4

X1+ x3 +x8
X1+ x8+x12
X2 + xX11
X7'+ X3 +x9
X7+ x8 + x9'
X7 + x8 + x10°
X7 +x10 +x12’

@ x4=1

x1=0

(z1ta — rozhodnutie, Sed4 — unit propagation)
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x1+x4

X1+ x3" + x8
X1+ Xx8+x12
X2+ x11

X7 +x3' +x9
X7 +x8 +x9
X7 + x8 + x10’
X7+ x10 +x12’

@ x4=1

x1=0

X1+ x4

X1+ X3 +x8

x1+x8+x12

x2+x11

XU +x3" +x9

X7+ X8 + 39

X7+ x8 +x10°
X7+ x10 +x12

@ x4=1

@ x3=1

Step 3

Step 4

og

@ x8=0

(z1ta — rozhodnutie, Sedd — unit propagation)

(z1ta — rozhodnutie, Sedd — unit propagation)
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e Steps @)

X1+ x3" + x8’ e
X1+ x8 + x12 »
X2 + x11 (x3) |x3=1,x820, x12=1
X'+ X3 +Xx9 .

X7 + X8 + X9 N

X7 + x8 + x10'
X7 +x10 + x12'

@ x4=1

1=0 Q@

(z1ta — rozhodnutie, Sedd — unit propagation)

step 7 @)

X1+ X3’ + x8’ ,/

X1+ x8 +x12

X2 + x11 (x3) |x3=1,x8=0, x12=1]
X7 +x3" +x9 N

X7+ x8 +x9’ N

+x8 + x10’
X7 + X8 + x10 ,

X7 +x10+x12’ ’

x8=0
x12=1

x2=0, x11=1 \

@ x4=1

Oma=n

(z1ta — rozhodnutie, $ed4 — unit propagation)
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X1+ x4 Step 8
X1+ x3" +x8

X1+ x8 +x12

x2 + x11

X7’ +x3" +x9

X7’ + %8 + x9’

X7 +x8 + x10°

X7 +x10 + x12'

@ x4=1

)

£
(x3) [x3=1,x8=0, x12=1]

~

~
-

4
»

x2=0, x11=1 |

(z1ta — rozhodnutie, $ed4 — unit propagation)

X1+ x4

X1+ x3 +x8
X1+ x8+x12
x2 + x11

X7+ x3 +x9
X7 +x8 +x9
X7 +x8 + x10°
X7 +x10 + x12’

@ x4=1

Step 9

x220, x11=1 |

x7=1 |

(z1ta — rozhodnutie, $ed4 — unit propagation)

145



v Stepl0

X1+ x3" + x8
X1+ x8 + x12
x2 + x11

X7’ +x3' +x9
X7’ + x8 +x9'
X7 + X8 + xX10°
X7+ x10 + x12’

x2=0, x11=1 \

@ x4=1 ‘ x7=1,x9=0, 1 ‘

/.x11=

Oa=a

(zltd — rozhodnutie, Sedd — unit propagation)

x1 + x4 Step 11 / x1=0, x4=1
X1+ x3" + x8 L’
X1+ x8 +x12 »
X2 +x11 (x3) [x3=1,x8=0, x12=1
X7 +x3 +x9 N
XT' +x8 + x9’ N
X7 + X8 + X10’ (x2) x2=0, x11=1 |
X7 +x10 + x12’ P

I

»

() [ x1=t,xe=1 |

x9=0

x3=1,x7=1,x8=0 — conflict

=1
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X1 +x4

X1 +x3" +x8
X1 +x8+x12
X2 + x11
X7+ x3 +x9
X7+ x8 + x9’
X7 + x8 + x10°
X7 +x10 + x12’

Step 13

@ x4=1

/.x11=1

Omaso

@)
’
£

(x3) [x3=1,x8=0, x12=1]

)/
Y
~

o

x220, x11=1 |

x7=1,x9=1 |

X3=1,x7=1A%8=0 — conflict

Add conflict clause: x3'+x7°+x8

Uvedeny rez nie je jediny, mohli by sme pridat x; Vv =x3 V =x.

X1 + x4

X1+ x3" + x8
x1+x8+x12
X2 + x11
X7"+ %3 +x9
X7+ x8 + x9’
X7 +x8 + x10°
x7 +x10 + x12°

@ x4=1

Step 14

O'x2=0

X1=0, x4=1

\x3=1,xs=0,x12=1

Backtrack to the decision level of x3=1:
X7=0

Névrat do bodu, kde pridand klauzula vynuti ohodnotenie jednej doteraz
neohodnotenej premennej (o zabrani vzniku tohto konfliktu kdekol'vek

v podstrome).
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x1+ x4 0 x1=0, x4=1

X1+ x3 +x8 Step 15 ’ :

X1+ x8 + x12 N

x2 +x11 = = = =
o (x3) [x3=1, x8=0, x12=1,x7=0|
X7 + %8 + x9 \\

X7 + x8 + x10° 4

X7 + x10 + x12’

@ x4=1

By TamkinO4iut - asdf, CC BY-SA 3.0, https:/commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=25662956

CDCL — conflict-driven clause learning
« vytvarame implikac¢ny graf

+ ked néjdeme konflikt, zvolime rez oddelujuci rozhodnutia od kon-
fliktu a odvodime novu klauzulu, ktord konfliktu predchadza (lear-
ning); ak je takych rezov viac, heuristikou niektory vyberieme

« vratime sa k predposlednému z rozhodnuti, ktoré viedli ku konfliktu
(nie chronologicky — presko¢ime rozhodnutia o literdloch nesuvisia-
cich s konfliktom)

CDCL — conflict-driven clause learning (informativne)
Problémy (viac v [ D:

« exponencidlne vela klauzul, ktoré takto mozno odvodit; ktoré si pa-
matat a ako dlho? rieSenie: rozne heuristiky, aktivna oblast vyskumu

( [2022])

« Cas vypoctu ma distribdciu s tazkym chvostom (fat-tailed — pre nie-
ktoré postupnosti rozhodnuti trva vypocet vyrazne dlhsSie ako pre iné)
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rieSenie: obCasny restart backtrackingu (napr. ,,Luby restarts®, zalo-
Zené na Statistickej analyze ndhodnych procesov)

Ako vybrat nasledujuci literal? (informativne)

vol'ba literdlu pre d'alSie rozhodnutie ma vyrazny efekt na ¢as vypoctu
heuristika VSIDS: ,,additive bumping, multiplicative decay“

pre kazdy literal poc¢itame pocet jeho vyskytov v odvodenych klauzu-
lach (t.j. konfliktoch)

periodicky toto skdre predelime konstantou (zdéraznime tak neddvno
naucené klauzuly)

prekvapivo efektivne, vyuZziva sa vo mnohych sti¢asnych solveroch

heuristika LRB [Maple 2016]: reinforcement learning (multi-armed
bandit problem)

pravidelné prepinanie medzi VSIDS a LRB

6.7 Dalsie aspekty (informativne)

Predspracovanie

vSetky moderné SAT solvery venuju zna¢nu pozornost predspracova-
niu formuly

pocet premennych je zvycajne podstatnejsi ako velkost formuly
rezolvenciou mozno znizit pocet klauzul (ale narastie ich vel'kost)

rezolvenciou mozno zniZit pocet premennych (ale vyrazne narastie
pocet klauzul)

poradie klauztl nema z4sadny vplyv na dizku vypodtu

redundantné klauzuly moézu pomoct
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Predspracovanie

« desiatky roznych technik, ¢asto doménovo Specifickych

« napr. nedplné BDD reprezenticie umoziuju ziskat klauzuly, ktoré
nemozno odvodit pocas CDCL

« cryptominisat akceptuje XOR-klauzuly a pri predspracovani sa na ne
diva ako na sustavu linedrnych rovnic nad Z, a pouZiva Gaussovu
eliminaciu

« pri ,lahkych® inStancidch mdze predspracovanie zabrat viac ¢asu
nez nasledné rieSenie, treba ndjst vhodny kompromis

« v niektorych pripadoch zase predspracovanie zvySuje dobu nasled-
ného rieSenia
Vstupné formuly

« niektoré problémy prirodzene vedu skor k disjunktivnej normalnej
forme, Standardny algoritmus dpravy potom vytvara exponencidlne
velku CNF

« rieSenie: ekvisplnitelné formuly (equisatisfiable)
\/(ai AbiAc)

i

(\/zl-) ANIGVa) NG V) AG Ve

i i

(nie ekvivalentné, lebo sii tam premenné navyse, ale jedna je splni-
telnd prave vtedy, ked druha)

Nelplné solvery

« Sanca narychle objavenie ohodnotenia, v ktorom je formula pravdiva

« neuplné solvery negarantuju dokaz nesplnitelnosti
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« zalozené na heuristikich (random walks, genetic algoritms, simula-
ted annealing...)

+ uspe$né vyuzitie metod Statistickej fyziky (napr. survey propagation
pre 3-SAT), lebo ndhodny SAT vykazuje podobné spravanie (thres-
hold, clustering)

« automatizované planovanie: beZne kombindcia neuplného a iplného
solvera

Dalsie aspekty

« existujuce solvery nie si dobre paralelizovatel né: vedia pouZzit mnoho
vlakien, ale s otdznym efektom (ak chceme riesit niekol'ko vstupnych
instancii, je lepSie rieSit kazdu v osobitnom vldkne)

« solvery st konfigurovatelné (lingeling: 300 parametrov); na optima-
lizaciu na uzkej triede vstupov moZno pouZit strojové ucenie

« zmeny parametrov vedu typicky k zrychleniu 2-10x

6.8 Verifikacia hardvéru (informativne)

Ukazka aplikacie SAT solverov

« verifikdcia hardvéru je azda najvyznamnejsia oblast vyuzitia — bez
modernych procesorov nevieme robit Ziadne iné vypocty

« softvér savymenil'ahko, vymieniat hardvér je prakticky nemozné alebo
neekonomické; ned4 sa opravit ¢ast procesora

« pridesiatkach miliénov tranzistorov nemame int dostato¢ne vykonnu
alternativu

Metddy verifikacie hardvéru a softvéru
1. Simulécia

« uZziton4, ale ni¢ nezarucuje
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« je tazké az nemozné zachytit vSetky mozZné stavy, v ktorych sa mé
systém pouzivat

2. Formalna verifikacia
« v principe uplny matematicky dékaz spravnosti
« neda sa pouzit pre fyzicku vrstvu, ale idedlna pre logicka
« pouZiva sa zriedka — drahd a vyZaduje vysoku odbornost

« atomové elektrarne, vesmirne lety, vel'ké série procesorov

Verifikacia hardvéru

« ekvivalencia booleovskych vypoctovych okruhov (napr. po optimali-
zacii)

« dokaz invariantov
« safety: is a state reachable?

« liveness: is a state T always reached after S?

Binary decision diagrams (BDDs)
SO, s Xg) = XX + X3X4 + X5X6 + X7Xg
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Verifikacia hardvéru: BDDs
« vyuZivané desatrocia
« nevyhody:
- poradie premennych musi byt vo vSetkych vetvach rovnaké

- poradie ma vyznamny efekt na velkost diagramu

- diagramy mozu byt exponencidlne vel'ké

Bounded model checking (BMC)

« vyjadrenie verifika¢nych problémov cez splnitelnost vyrokovologic-
kych formul [Biere et al. 1999

« rozvinieme k krokov vypoctu, skontrolujeme neporusenost invarian-
tov, zvySime k

« vyjadrenie v CNF, riesi sa SAT solverom

« rieSitelné vstupy: 0.4M premennych, 7M klauzul [2004]

6.9 Kombinatorické problémy (informativne)

Kombinatorické problémy

« pre mnoho problémov v diskrétnej matematike je SAT solver jediné v
sucasnosti pouzitelné rieSenie

+ pre urcité problémy st Specializované solvery rychlejsie (napr. TSP)
« pre rieSitelné inStancie su neraz rychlejsie Specifické heuristiky

« SAT solverom sa dari vyborne, ak pocet premennych rastie s velkos-
tou problému linedrne (napr. farbenia grafov)
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3-edge-colouring of cubic graphs
Rozne spOsoby vyjadrenia regularnosti hranového 3-farbenia pre graf,
ktory ma vSetky vrcholy stupna 3:

1.

2.

3.

incidentné hrany maju navzajom rozne farby
v kazdom vrchole je kazd4 farba pouzit4 na prave jednej hrane

farby hran incidentnych s kaZzdym jednym vrcholom tvoria trojicu
z povoleného pevného zoznamu trojic

formula zaloZzend na combinatorial nullstellensatz

3-edge-colouring of cubic graphs

O(n) premennych, O(n) klauzul, velkost formuly O(n)

¢as vypoctu pre rozne solvery a ich konfiguracie: nizka variacia, cca
4x

volne koreluje s vel'kostou formuly

vSetky moznosti funguju lepSie ako formulacia cez ILP (integer linear
programming) a rieSenie GLPK ¢i Gurobi

pre grafy do 50-100 vrcholov vyhréva backtracking (najma ak su za-
farbitelné)

SAT solvery funguju aj pre tisice vrcholov

absencia kratkych kruZnic v grafe (¢iZe lokalne vyzera ako strom) pre-
dlzuje vypocet

Symetria

+ Ak je vstupnd formula symetrickd (m4 mnoho automorfizmov), sol-

ver bude opakovane preverovat ,,rovnaké® Casti priestoru moznych
rieSeni.
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« Oplati sa symetriu odstrariovat, napr. odstrdnime permutécie farieb,
predpiSeme na fixnt hranu konkrétnu farbu, prvy vrchol na hl'adane;j
hamiltonovskej kruznici apod.

« Symetrické premenné mozno zoradit lexikograficky a pridat klauzuly
popisujtice x; > X, > X3 > ... (CiZe ak by pre niektoré spitiajuce
ohodnotenie boli niektoré x; pravdivé, vyberieme také ohodnotenie,
Ze to postupne budu xq, x,, ... ).

« Existuju Specializované kniZnice prave na tento ucel (napr. BreakID),
je za tym 30 rokov vyskumu.

Hamiltonovské kruznice

1. premenné x,,; — true ak v je i-ty vrchol kruznice

2. kazda pozicia na kruZnici m4 priradeny vrchol

3. Ziadne dva vrcholy nemajua priradenu tu istu poziciu

4. kazdy vrchol je pouZity najviac raz

5. kazdé dva po sebe idtce vrcholy na kruZnici st spojené hranou
« 0(n?) premennych, O(n?®) klauzul!

+ pre kubické grafy funguje do 40-50 vrcholov, podobne ako backtrac-
king

« ak ma byt redukcia na SAT naozaj efektivna, potrebujeme cca line-
arne vela premennych

« premennych asporii nlogn, lebo kédujeme permutacie do bitov (ale
neplati pre postupy, ktoré kruznicu priamo nehl'adaju, len akosi inak
rozhoduju o existencii)
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Hamiltonovské kruznice

+ hamiltonovska kruZnica je suvisly 2-faktor (podgrafs vrcholmi stupria
prave 2)

« pomocou booleovskej formuly mozno stuperi vrcholov l'ahko popisat
lokélne

« CNF s velkostou O(n)
« staci overit suvislost kazdého 2-faktora — AIISAT
« malo dostupnych solverov: clasp, BDD_MINISAT_ALL

 preskumané grafy rychlejSie ako redukcia na SAT, ale pocet 2-faktorov
rastie exponencidlne

« pre kubické grafy funguje do cca 40 vrcholov (miliény 2-faktorov)

AlISAT

 zkazdého SAT solvera mozno spravit ALISAT solver (staci po kazdom
najdenom rieSeni pridat na vstup klauzulu, ktora ho zakazuje)

« neefektivne, klauzuly objavené CDCL zakaZdym zahodime, ked na-
novo §tartuje vypocet po objaveni rieSenia

« vstupna formula narastd prili§ rychlo (napr. pre CryptoMiniSat mozno
takto realisticky n4jst desattisice rieSeni, ale nie miliony)

« ind mozZnost: obmedzit skoky pre non-chronological backtracking
AlISAT

+ doteraz najlepsie rieSenie: formula-BDD caching [Toda 2015]

« dasapridat k akémukolvek backtrackingu, ak vopred zafixujeme po-
radie premennych
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« zrusi prinosy VSIDS (vyberame si len hodnotu, nie premennu, ktora
ideme ohodnotit)

« BDD_MINISAT_ALL je ndro¢ny na pamdt, ale ako jediny dokaZe pra-
covat s miliardami rieSeni

« prekvapivo vie v niektorych pripadoch dokazat nesplnitelnost rych-
lejSie ako SAT solvery

6.10 SMT solvery (informativne)
Motivacia

+ SAT solvery su vel'mi rychle pre booleovsku logiku (log. spojky).

Booleovské formuly v8ak pontkaju len obmedzené vyjadrovacie moz-
nosti, napr. aritmetika sa da robit bitovo, ale je to pomalé, zloZité a
vzdialené od povodnych pojmov, ktoré modelujeme.

Problémy redlneho sveta si Casto vyzaduju bohatSie tedrie, napr. s po-
liami a funkciami.

SMT solvery roz§iruju SAT tak, aby riesili tieto komplexné poZiadavky.

Co je SMT solver?

« SMT — Satisfiability Modulo Theories.

» SMT solver rozhoduje splnitelnost formuly s vyrokovologickou §truk-
tarou, ale zaroven berie do tivahy doplnkové teérie (background the-
ories), ktoré sa vymykaju vyrokovej logike:

- Linear Integer Arithmetic (LIA)
- Uninterpreted Functions (UF)
- polia, bitové vektory, datové typy
« Background theories su fragmentmi prvoradovej logiky, ktoré zahfnaju

len Specifické predikaty so Standardnou interpreticiou a vyhybaju sa
tak algoritmickej nerozhodnutelnosti.
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SMT formuly
SMT formuly:

« Obsahuja premenné réznych typov, napr. celé Cisla, redlne ¢isla, po-
lia.

« Kombinuju logicku strukturu (A, V, ) s atbmami pochddzajacimi z
doplnkovych tedrii.

« Priklad (LIA + UF + Boolean):

(a+b<5)V(fla)=g(f(b))A(az0)A(c=True)

LIA UF LIA Boolean

« SAT solver nerozumie vnutornej Strukttre atémov, len vie, ktory pod-
riadeny solver dany atom rozozna.

Algoritmus DPLL(T)

1. SAT Solver: navrhuje ohodnotenia atomov.

2. Theory Solver: overuje konzistentnost tychto ohodnoteni vzhladom
na doplnkové tedrie.

3. Interakcia:
» SAT solver vykonava DPLL/CDCL.

« Ak SAT solver najde spifiajuce ohodnotenie, zavol4 podriadeny
solver pre prislus$nu teériu, aby skontroloval, ¢i je priradenie pri-
pustné.

« Ak podriadeny solver odhali nepripustnost, SAT solver sa nauci
novu klauzulu — theory learn step.

Algoritmus DPLL(T): priklad
+ Vstupna formula obsahuje LIA atomy

A =(x =4), A, =(x>0), Az = (y =x+2), Ay = >5).
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» SAT solver navrhne, Ze A;, A,, A; budu true, A, false.

+ LIA solver néjde nesulad pre A, A3, 7A,.

» SAT solver prida klauzulu —A, V ~A; V A, (theory learn step).
Aplikacie

Vyuzitie:

« automatizované dokazovanie tvrdeni,

« formalna verifikacia softvéru,

« overovanie hardvéru,

« testovanie a ladenie softvéru.

Napr. Microsoft vyvinul Z3 a niekol'ko d'al§ich nastrojov zaloZenych na SMT;
pouzil ich v systémoch ako SAGE na odhalenie viac ako 1000 kritickych
bezpecnostnych chyb vo Windows a Office. Amazon pouZiva internt kniz-
nicu TLS s ndzvom s2n, navrhnutu $pecialne tak, aby bola mala a dala sa
formadlne verifikovat; denne spustaju miliardy vypoctov SMT na vSetko od
bootovacieho kodu AWS a opera¢nych systémov IoT aZ po kryptografické
kniznice a sietové konfiguracie (link).
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7. prednaska
Kvantifikatory

7 Kvantifikatory

7.1 Kvantifikacia

Privlastky
Doteraz sme sa stretavali s privlastkami, ktoré vyjadrovali vlastnosti alebo
vztahy konkrétnych jednotlivych objektov.

« Jurko kfmi velku Vierkinu mys Nufka.
(kfmi(Jurko, Nufko)Avelky(Nufko)Apatri(Nufko, Vierka) Amy$(Nufko))

Kvantifikované tvrdenia
V slovenskych vetach sa ale pouzivaju aj privlastky ako kaZdy, nejakd, tri,
ti, vSetky, Ziadny, nijaké (gramaticky su to zdmena a ¢islovky).

 vSetky velké Vierkine mysSi; nejaké dieta; traja muZi v ¢lne; Ziadny
KoSi¢an; viacsina Skreckov; ta skrina v kute; ...

Nevyjadruju vlastnost konkrétnych objektov.

Vyjadrujii pocet (kvantitu) objektov, ktoré maju nejaké vlastnosti alebo su
v nejakych vztahoch.

Tvrdeniam, ktoré obsahuju tieto privlastky, sa preto v logike hovori kvan-
tifikované tvrdenia.

Kvantifikacia a logické dosledky
Kvantifikujuci privlastok vyrazne meni logické vlastnosti tvrdenia:
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.....

Vsetky mysSi su sivé.  VicsSina mysi je siva. Ziadne mysi nie st sivé.

Nufko je mys. Nufko je mys. Nufko je mys.
Nufko je sivy. Nufko je sivy. Nufko je sivy.
Je logicky dosledok. Nie je log. doésledkom, Nie je log. dosledkom,
ale je prijatelné. ani prijatel'né.
Opak je pravdou.

Kvantifikacia sa nesprava ako funkcia na pravdivostnych hodnotich —
na rozdiel od logickych spojok.

Vyjadruje vztah stiborov (tried, mnoZin) objektov (tych objektov, ktoré
su mysami, a tych objektov, ktoré su sivé).

Skryta kvantifikacia
Niektoré spojky a vztahy implicitne vyjadruju kvantifikaciu:
« Jurko kfmi Nufka, iba ked je noc.
Jurko kfmi Nufka vZdy v noci.

V kazdej chvili, v ktorej Jurko kimi Nufka, je noc.
» V pondelok cvici Klarka hru na flautu.

V kazdy det, ktory je pondelkom, cvic¢i Klarka hru na flautu.

« Z P logicky vyplyva Q.
V kaZdom stave sveta, v ktorom je pravdivé P, je pravdivé aj Q.

7.2 Kvantifikatory a premenné

Kvantifikatory logiky prvého radu
Logika prvého radu ma iba dva symboly kvantifikatorov: V a 3.
Zodpovedaju zamenam vietko a nieco.
S pomocou predikatov, vyrokovologickych spojok a rovnosti ale dokazu
vyjadrit napr. kvantifikacie:

« vSetky velké Vierkine mysi; nejaké dieta; traja muZi v ¢lne; Ziadny
Kosi¢an; zakazdym, ked'

Nedokazeme vSak nimi vyjadrit:
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« vicSina Skreckov; malo Studentov; nekonecne vela prvocisel.

Kvantifikované premenné oznacujii vphradne objekty z domény, nemozno
kvantifikovat mnoZiny objektov ani ni¢ zloZitejsie.

Premenné

Na vyjadrenie toho, na ktoré argumenty predikatov sa vztahuje kvantifi-
kator, sa pouzivaju individuové premenné.

Individuovd premenna

« modZe byt argumentom predikétu, podobne ako individuova konstanta;

« neoznacuje konkrétny objekt, na rozdiel od individuovej konStanty,
ale prepaja argumenty predikatov, na ktoré sa vztahuje ten isty kvan-
tifikator.

V kazdom prvorddovom jazyku s kvantifikatormi je nekonecne vela pre-
mennych — va¢§inou malé pismena z konca abecedy, podla potreby s dol-
nymi indexmi: u, v4, W, X, Y37, Z123.

Termy a atomy

Mozné argumenty predikatov a rovnosti, teda premenné a konstanty, su-
hrnne nazyvame termy.

Atomickymi formulami logiky prvého radu s kvantifikadtormi st potom

« predikatové atomy predikdt(termy, ..., term; ), kde k je arita predikatu;

« rovnostné atomy term; = term,.

Vseobecny kvantifikator

V3eobecny kvantifikator ¥V zodpoveda obratom vsetko, kazdy/ktorykolvek/
akykolvek/hociktory/lubovolny objekt, vsetky objekty.

Vzdy viaZe premennu uvedenu bezprostredne za nim.

Postupnost Vx Citame ,,pre kaZdy objekt x “ (alebo trocha nepresne ,,pre
kazdé x*).

Oblast platnostivseobecného kvantifikatora — najkratsia ucelend formula
nasledujuca bezprostredne za viazanou premennou — vyjadruje vlastnost,
ktoru prisudzujeme vSetkym objektom, napr.:
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» Vxdoma(x) — Pre kazdy objekt x je pravda, Ze x je doma. (VSetko je
doma.) Veta ,,x je doma*“ je vyrokovd forma, nie vyrok. Jej pravdivost sa d4 jedno-
znacne urcit, iba ked pozname hodnotu x.

+ Vx(¢lovek(x) — doma(x)) — Pre kazdy objekt x je pravda, Ze ak x je
¢lovek, tak x je doma. (Kazdy ¢lovek je doma.)

Existencny kvantifikator

Existen¢ny kvantifikdtor 3 zodpoveda obratom nieco, nejaky/niektory/akysi/
aspoti jeden objekt, je/existuje taky objekt.

Vzdy viaZe premennu uvedenu bezprostredne za nim.

Postupnost 3x Citame ,,pre nejaky objekt x “ (alebo trocha nepresne ,,pre
nejaké x ).

Oblast platnosti existen¢ného kvantifikatora — najkratsia ucelend formula
nasledujuca bezprostredne za viazanou premennou — vyjadruje vlastnost,
o ktorej tvrdime, Ze ju m4 aspor jeden objekt:

« dxdoma(x) — Pre nejaky objekt x je pravda, Ze x je doma. (Nieco je
doma.)

+ Ix(¢lovek(x) Adoma(x)) — Pre nejaky objekt x je pravda, Ze x je clovek
a x je doma. (Nejaky ¢lovek je doma.)

Rela¢na logika prvého radu
Logike prvého radu, ktord zahfnia kvantifikatory, ale nie funkéné sym-
boly, hovorime relacnd — predikaty popisuja vztahy, CiZe relacie.
Kvantifikatory prindsaju skokovy narast algoritmickej zloZitosti: problém
splnitelnosti formuly v relacnej logike je vo v§eobecnosti nerozhodnutel'ny.
Ak by sme povolili len predikaty arity najviac 1 (monadickd logika), bola
by splnitel'nost eSte rozhodnutelna.

7.3 Syntax relacnej logiky prvého radu
Symboly jazyka relacnej logiky prvého radu

Definicia 7.1. Symbolmi jazyka £ relacnej logiky prvého radu su:
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individuové premenné z nejakej nekonecnej spocitatelnej mnoziny V,;

mimologické symboly, ktorymi st
individuové konstanty z nejakej spocitatelnej mnoziny C;

predikatové symboly z nejakej spocitatelnej mnoZiny P;

logické symboly, ktorymi su
logické spojky: unarna -, binarne A, V, —,
symbol rovnosti =,

kvantifikatory: existencny 3 a vSeobecny V;
pomocné symboly (,) a, (lava, prava zatvorka a Ciarka).

MnozZiny V., C., P, st vzijomne disjunktné. Logické a pomocné symboly
sa nevyskytuju v symboloch z V., C., P..
Kazdému symbolu P € P, je priradena arita ar(P) € N*.

Oznacovanie symbolov roznych druhov

Ked budeme hovorit o I'ubovolnom jazyku £, ¢asto budeme potrebovat
nejak oznacit niektoré jeho konStanty alebo predikaty, aj ked nebudeme
vediet, aké konkrétne symboly to st.

Na oznacenie symbolov pouzijeme meta premenné: premenné v (mate-
matickej) slovenc¢ine, pomocou ktorych budeme hovorit o (po grécky meta)
tychto symboloch.

Dohoda 7.2. Individuové premenné budeme spravidla oznacovat meta pre-
mennymi u, v, W, X, ..., z s pripadnymi dolnymi indexmi.

Individuové kon$tanty budeme spravidla oznacovat meta premennymi
a, b, ¢, d s pripadnymi dolnymi indexmi.

Predikatové symboly budeme spravidla oznacovat meta premennymi P,
Q, R s pripadnymi dolnymi indexmi.

Atomické formuly relacnej logiky prvého radu

Definicia 7.3 (Term). Nech £ je jazyk relacnej logiky prvého radu. Indivi-
duové premenné z V a konStanty z €, sthrnne nazyvame termy jazyka L.
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Definicia 7.4 (Atomické formuly). Nech £ je jazyk relacnej logiky prvého
radu.

Rovnostny atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = t,,kde t; at,
su termy jazyka £.

Predikdtovy atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(¢4, ..., t,), kde
P je predikatovy symbol s aritoun a ty, ..., t, su termy jazyka L.

Atomickymi formulami (skratene atémami) jazyka £ sihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka L.

MnoZinu v8etkych atomov jazyka £ oznacujeme A ..

Formuly jazyka relac¢nej logiky prvého radu

Definicia 7.5. Mnozina & vSetkych formul jazyka rela¢nej logiky prvého
radu £ je najmensia mnoZina postupnosti symbolov jazyka £, ktoré spitia
vSetky nasledujuce podmienky:

1. Kazdy atém z A je formulou z €. Inak povedané, A, C &,.

2. Ak A patri do &, tak aj postupnost symbolov —A patri do £, a nazy-

vame ju negdcia formuly A.

3. Ak AaBsuv &, tak aj postupnosti symbolov (AAB), (AVB)a(A —
B) patria do &, a nazgvame ich postupne konjunkcia, disjunkcia a implikdcia
formul A a B.

4. Ak x je individuova premennd a A patri do &£, tak aj postupnosti
symbolov 3x A a Vx A patria do £ a nazgvame ich postupne existenénd
a veobecna kvantifikdacia formuly A vzhladom na x.

KaZzdy prvok A mnoZiny & nazyvame formulou jazyka L.

Priklady formdil
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Priklad 7.6. Nech £ je prvoraddovy jazyk, v ktorom V, = {x, y, X1, Y1, X2, Y2,

...}, €, = {Jurko, Vierka, Nufko} P, = {mys!, skrecok?, biely?, patri?}.
Formulami vjazyku £ st napriklad: mys(Jurko), mys(x), patri(y,, Vierka),

patri(x,y), (mys(x) A biely(x)),

Jy patri(x, y),

((my3(x) A biely(x)) — Ty patri(x,y)),

Vx((my3(x) A biely(x)) — Ty patri(x, y))

Oznacovanie formul a skratka ekvivalencie
Stale platia doterajSie dohody:

Dohoda 7.7. Formuly oznacujeme meta premennymi A, B,C,X,Y, Z, s pri-
padnymi dolnymi indexmi.

Dohoda 7.8. Pre kazdu dvojicu formul A, B € &, je zapis (A « B) skratka
za formulu ((A — B) A (B = A)).

Oblast platnosti kvantifikatora

Dohoda 7.9. Nech £ je I'ubovolny jazyk logiky prvého radu. VSetky sym-
boly, termy a formuly v nasledujucich definiciach a tvrdeniach s vjazyku £.

Definicia 7.10 (Oblast platnosti kvantifikatora). Nech A je postupnost sym-
bolov, nech B je formula, nech Q € {V, 3}, nech x je premennd. V postup-
nosti A = ... Qx B... sa vyskyt formuly Q x B nazyva oblast platnosti kvanti-
fikdatora Qx v A.

Priklad 7.11. Vyznatme vSetky oblasti platnosti kvantifikatora Vx vo for-
mule

((Vx M(x) A P(x,x)) = (Vx(P(x,y) ATy M(»)) vV Vy M(»))).

Riesenie. ((VxM(x) A P(x,x)) = (Vx(P(x,y) A Iy M()) v Vy M(»)))

Volné a viazané vyskyty premennych

Definicia 7.12 (Vol'né a viazané vyskyty premennych). Nech A je postup-
nost symbolov, nech x je premenna.
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Vyskyt premennej x v A je viazany vtt sa nachddza v niektorej oblasti plat-
nosti kvantifikatora Vx alebo 3x v A.

Vyskyt premennej x A je volny vttsanenachddzavZiadnej oblasti platnosti
kvantifiktora Vx ani 3x v A.

Priklad 7.13.
=P(x,y)AK(y, x)

—P(x,y)AIyK(y, x)
Ay (=P(x,y) AK(y, x))
Vx3y(-P(x,y) AK(y, X))
Vx(-P(x,y)AIyK(y. x))

Volné a viazané premenné

Definicia 7.14 (Volné a viazané premenné). Nech A je formula alebo term,
nech x je premenna.

Premennd x je viazand v A vtt x sa vyskytuje v A a vSetky vyskyty x v A su
viazané.

Premennd x je volnd v A vtt x ma v A aspoti jeden vol'ny vyskyt.
MnozZinu volnych premennych formuly A oznac¢ime free(A).

Priklad 7.15.

free( -P(x,y)AK(y,z) )=1ix,2}
free( =P(x,y)AIYK(y,z) ) =1{x,y,2}
free( Iy (P(x, y)AK(y,2) ) =ixz}
free( 3y (=P(x,y)AVZK(Y, 2))) = {x}
free(IyIz(Vx-P(x, Y AK(Y.2) )=§

Volné a viazané premenné

Tvrdenie 7.16. Pre kaZdu individuovii premennti x, kaZdy symbol konstanty a,
kazdu aritu n > 0, kazdy predikdtovy symbol P s aritou n, vsetky termy ty, t,,
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..., t, avSetky formuly A, B plati:
free(x ) = {x}
free(a) = {}
free(t, = t,) = free(t;) U free(t,)
free( P(ty, ..., t,) ) = free(t;) U --- U free(t,)
free(~A) = free(A)
free((AAB)) = free((AVB)) =free((A - B)) =
= free(A) U free(B)
free(Vx A) = free(3x A ) = free(A) \ {x}

Uzavreté formuly a teérie

Definicia 7.17 (Uzavretd formula, teéria). Formula A jazyka £ je uzavretd
vtt Ziadna premennd nie je volna v A (teda free(A) = ¢).

Tedriou v jazyku £ je kazda spocitatelna mnozina uzavretych formul ja-
zyka L.

Priklad 7.18. Ktoré z tychto formul si uzavreté?
o AxP(x,x) uzavreta,
« dyP(x,y) otvorend, x je volna,
« ((M(x) AB(x)) > 3y P(x,y)) otvoren4, x je voln4,

o Vx((M(x) AB(x)) = 3y P(x,y)) uzavreta.

7.4 Sémantika relacnej logiky prvého radu
Struktura

Definicia 7.19. Nech £ je jazyk rela¢nej logiky prvého radu. Struktiirou
pre jazyk £ nazyvame dvojicu M = (D, i), kde D je I'ubovolna neprazdna
mnoZina nazyvand doména Struktury M; i je zobrazenie, nazyvané inter-
pretacnd funkcia Struktary M, ktoré
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+ kazdej individuovej konStante c jazyka £ prirad'uje prvok i(c) € D;

« kazdému predikatovému symbolu P jazyka £ s aritou n priraduje
mnozinu i(P) C D".

Dohoda 7.20. Struktury ozna¢ujeme velkymi pisanymi pismenami M, IV,

Ohodnotenie individuovych premennych

Definicia 7.21. Nech M = (D, i) je Struktura pre jazyk £. Ohodnotenie in-
dividuovych premennych je l'ubovolnd funkciae: vV, — D (priraduje pre-
mennym prvky domény).

Nech dalej x je individuova premenna z £ a d je prvok D. Zapisom e(x/d)
oznacime ohodnotenie individuovych premennych, ktoré premenne;j x pri-
rad'uje hodnotu d a vSetkym ostatnym premennym rovnakd hodnotu ako
im prirad'uje e, CiZe

d, ky=x,
e/ =)0 zki ;

alebo mnozinovo zapisané e(x/d) = e~ {x — e(x)} U {x — d}.

Priklad ohodnotenia individuovych premennych
Nech

VL) = {Xl’x25 Y, }

3 ] ]
D= {’Alicaa PEonifacs 'Cyril}-

Ohodnotenim (individuovych) premennych je napriklad

(3 ] L]
e= {Xl = PRonifacs X2 > Balicar Y 7 PBonifacs }

Potom

(] (3 ] ]
e(y/Reyrit) = %1 — BBonific: X2 F> Baticas ¥ = Royrils -+
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Hodnota termov

Definicia 7.22. Nech M = (D, i) je Struktura, e je ohodnotenie premen-
nych. Hodnotou termu t v Struktiire M pri ohodnoteni premennych e je prvok
t™[e] z D uréeny nasledovne:

« t"[e] = e(x), ak t je premennd x € V,,
« t"[e] = i(a), ak t je konstanta a € C.
Splnenie atomickej formuly v strukture

Urcenie vyznamu atomickej formuly, napr. patri(x, Vierka), v danej $truk-
tare, napr. M = (D, i), kde

D= {i\/ieray iJuraj 5 iEvaa 'H", W, s’ #’ y}

i(Vierka) = iVieraa i(biele) = {’3, i(patri) = {(#a iViera),
i(Jurko) = Ryyraj, g} (a8, #p) }

i(Nufko) = 28
pri ohodnoteni premennych, napr. e = {x — 28,y > #g,,..}:

1. vyhodnotime termy, ktoré st argumentmi predikatu:
xM[e] = e(x) =28

Vierka™[e] = i(Vierka) = Byiera,
2. zistime, &i (28, Byiera) € i(patri): nie

Struktira M nespiiia formulu patri(x, Vierka) pri ohodnoteni e
M ¥ patri(x, Vierka) [e]

Splnenie existencne kvantifikovanej formuly
M E Ty patri(y, Vierka) [e]?

1. VyskuSame vsetky varianty ohodnotenia e, ktoré priraduju kvantifi-
kovanej premennej y jednotlivé prvky domény:
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e(y/d)

M E? patri(y, Vierka) [e(y/d)]

{
{
{

Y'_)iViera } ?
VHS } "
y— o} ?
y— S8} ¥

2. M E Ty patri(y, Vierka) [e]
vtt pre aspoii jedno d € D mame M E patri(y, Vierka) [e(y/d)].

Prav4 strana je pravdiva pre d = ™ — svedok.

Takze M E Ay patri(y, Vierka) [e].

D= {iviera’iJuraj’ iEva’

.,

a8 of. 9
i(Vierka) = iviem,
i(Jurko) = ijmj,
i(Nufko) = 28
i(biele) = {2%,

of

)

i(patn’) = {(ﬁ, iViera),

(s’ iEva)}
e={xm— 2§

y = iEva’ }

Splnenie vSeobecne kvantifikovanej formuly
M E Vx(biele(x) — patri(x, y)) [e] skratime: B = biele, P = patri

1. VyskuSame vsetky varianty ohodnotenia e, ktoré priraduju kvantifi-
kovanej premennej x jednotlivé prvky domény:
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e(x/d) M E? (B(X) = P(x,y)) [e(x/d)]

x - iViera } ?
o b
x> 2§ } ?
x> o } ?
x— S } ¥ lebo M E B(x) [e(x/d)] a M ¥ P(x,y) [e(x/d)]

2. M E Vx(biele(x) — patri(x, y)) [e]
vtt pre vSetky d € D mame M E (biele(x) — patri(x, y)) [e(x/d)].
Pravé strana je nepravdiva pre d = ™ a d = W — kontrapriklady.
Takze M F Vx (biele(x) — patri(x, y)) [e].
D= {iViera! i]uraj’ iEva’
..,
8. ¥}
i(Vierka) = iViera’
i(Jurko) = iJuraj,
i(Nufko) = 28
i(biele) = {2§,
o,
L}
i(patri) = {(#’ éViera),
(57 ,Eva) }
e={xr 2%

y - iEva, .}

Splnenie vseobecne kvantifikovanej implikacie
. Nasa M spina implikaciu (biele(x) — patri(x, y)) pri e(x/d) pre vicsinu
d € D preto, Ze jej antecedent, biele(x), je nesplneny.
To zodpoveda ¢itaniu formuly Vx(biele(x) — patri(x, y)) ako vyroku ,,vSetko
biele patri y*:
» Objekty, ktoré nie st biele, neovplyvriuju pravdivost tohto vyroku ani
pravdivost implikacie (biele(x) — patri(x, y)).

« Vyrok aj implikacia st nepravdivé iba vtedy, ked nejaky biely objekt
nepatri y.
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Ak by ni¢ nebolo biele, teda by M ¥ biele(x)[e(x/d)] prevSetky d € D, tak
by aj formula Vx(biele(x) — patri(x,y)) aj tvrdenie ,,vSetko biele patri y“
boli trivialne splnené.

Nezavislost od ohodnotenia viazanej premenne;j
Pri vyhodnocovani splnenia kvantifikovanej formuly Struktarou pri da-
nom ohodnoteni e

M E Fy patri(y, Vierka) [e]
M E V x(biele(x) — patri(x, y)) [e]

nezdleZi na tom, akt hodnotu priraduje pévodné ohodnotenie e viazanej
premenne;j.

Priamu podformulu kvantifikovanej formuly vyhodnocujeme pri novych
ohodnoteniach e(y/d), resp. e(x/d), cez vSetky d € D.

Nezavislost od ohodnotenia viazanej premennej

Pri vyhodnocovani splnenia formuly s jedinou premennou, ktor4 je kvan-
tifikovand, na pé6vodnom ohodnoteni vébec nezalezi.

Mohlo by sa preto zdat, Ze pre pracu s uzavretymi formulami je nasa de-
finicia zbytocne zlozita.

Ale ak je premennychviac, ohodnotenie uz moze ovplyvnit spiiianie. Napr.
pri vyhodnocovani

M E 3Ix Vy patri(x, y) [e]

najprv zvolime konkrétneho kandidata na svedka d pre x a pri naslednom
vyhodnocovani
M E Vy patri(x, y) [e(x/d)]

hodnotu premennej x pouZivame, ale uz ju nijako nevieme ovplyvnit.

Spinenie formuly v Strukture

Definicia 7.23. Nech M = (D, i) je Struktura, e je ohodnotenie premen-
nych. Reldcia Struktiira M spliia formulu A pri ohodnoteni e (skratene M
Ale]) ma nasledovnt induktivnu definiciu:
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o« MEt; =t,[e]vtt t{"[[e] = t;"[[e],

M E P(ty, ..., tp)le] vit (1) [e], ..., £ [e]) € i(P),

o« M E-Ale] vit M K Ale],

M E (A AB)[e] vit M E Ale] a zaroveni M F Ble],

M E (AV B)[e] vit M E Ale] alebo M E Ble],
e M E (A — B)le]vtt M E Ale] alebo M F Ble],
» M F JxAle] vtt pre nejaky prvok d € D mame M F Ale(x/d)],
» M F VxAle] vtt pre kazdy prvok d € D mame M F Ale(x/d)],
pre v8etky arity n > 0, vSetky predikatové symboly P s aritou n, vSetky termy

t1, to, ..., t,, vSetky premenné x a vSetky formuly A, B.

Splnenie formuly v Strukture pri ohodnoteni - priklad
Priklad 7.24. Nech M = (D, i), kde

D =1{1,2,3,4,5}

i(Jurko) =1 i(mys) = {3,4} i(patri) = {(3,2),
i(Vierka) =2 i(8krecok) = {5} (4,2),
i(Nufko) = 4 i(biele) = {4, 5} (5,1}

Neche ={x 3,y > 5,..}5.
Zistime, Ci
o M E ((my3(x) A biele(x)) — Ty patri(x, y)) [e]
o M E Vx((my3(x) A biele(x)) — Ty patri(x, y)) [e]
Pravdivost uzavretej formuly a teérie
Neuzavreté formuly zodpovedaju vyrokovym formam. Ich splnenie v §truk-
tare zdvisi od ohodnotenia volnych premennych.

Uzavreté formuly zodpovedaju vyrokom. Ich splnenie v Struktare nezdvisi
od ohodnotenia. Preto pri nich mézeme hovorit o pravdivosti v Struktiire.
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Definicia 7.25. Nech X je uzavretd formula jazyka £, nech T je tedria v ja-
zyku £ a nech M je $truktura pre L.

Formula X je pravdivd v $trukttre M (skratene M E X) vtt M spliia for-
mulu X pri kaZdom ohodnoteni e. Vtedy tieZ hovorime, Ze M je modelom
formuly X.

Tedria T je pravdiva v Strukture M (skratene M F T) vtt kazda formula X
z T je pravdiva v M. Vtedy tieZ hovorime, Ze M je modelom teorie T.

Prvoradova ekvivalentnost formul
Na cvi¢eniach budeme potrebovat pojem ekvivalentnosti formul v logike
prvého radu.

Definicia 7.26. Nech X a Y su formuly jazyka L.

Formula X je prvorddovo ekvivalentnd s formulou Y (skr. X < Y) vtt pre
kazdu $truktaru M a kazdé ohodnotenie e mame M F X[e] vtt M E Y][e].
Dohoda 7.27. Prislovku ,,prvoradovo® budeme zvy¢ajne vynechévat.

Na dokazovanie ekvivalentnosti nemame zatial pohodlnt metédu, ale na
jej vyvratenie (dokazanie X <« Y) staci najst taku Struktiru M a ohodno-
tenie e, Ze...

7.5 Neexistencia

Neexistencia — uskalia negacie
Neexistenciu v slovencine zvy€ajne vyjadruje dvojity zdpor:
negativne zameno (nikto/ni¢/Ziadne) a negativne tvrdenie, napr.

,,Ni¢ nie je dokonalé*.

Na jej spravne vyjadrenie musime tvrdenie parafrdzovat tak, aby sme ne-
géciu vyjadrili iba pomocou ,,nie je pravda, Ze“. Su dve moznosti:

1. ,,Nie je pravda, Ze nieco je dokonalé.
»Nie je pravda, Ze existuje taky objekt x, Ze x je dokonalé.*
» — Ix dokonalé(x)

1. Negicia sa vztahuje na celu kvantifikovanu formulu!
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2. ,,VSetko je nedokonalé“
,»Pre kazdy objekt x nie je pravda, Ze x je dokonalé.

» Vx-dokonalé(x)
1. Pri parafrazovani nepouZivajte ,neexistuje” — je zavddzajiice! (Pre-
sved¢ime sa o tom na buduci tyzder.)
7.6 Aristotelovské formy

Styri aristotelovské formy

Davno pred kodifikaciou logiky prvého radu sa kvantifikovanymi tvrde-
niami zaoberal staroveky grécky filozof Aristoteles.

Studoval najmi tvrdenia v tvaroch:

» VSetky P su Q.

« Niektoré P su Q.

« Ziadne P nie su Q.

« Niektoré P nie st Q.

ktorym dnes hovorime obmedzen4 alebo ohrani¢end kvantifikcia.
Matematici ju radi zapisuju skratene, napr.

Ve>036>0VxeRO0 < |[x—a| <8 - |f(x)—b| <¢)

Logika prvého radu dokéZe tieto formy vyjadrit pomocou zdkladnych
(neobmedzenych) kvantifikatorov a logickych spojok.

Vsetky P st Q
Formu ,,VSetky P su Q*“ (napr. ,,VSetky mysi su sivé“) formalizujeme

Vx (P(x) — Q(x)) @

teda ,,Pre kazdy objekt x je pravda, Ze ak x ma vlastnost P, tak x ma vlast-
nost Q.%, ekvivalentne ,,Pre kazdy objekt x je pravda, Ze x nem4 vlastnost P
alebo x mé vlastnost Q.
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Studenti tuto formu niekedy nesprdvne sformalizuju ako
Vx(P(x) A Q(x)) @

Pritom tato formalizicia neprejde jednoduchou skuskou — staci si ju preci-
tat: ,,Kazdy objekt x ma sticasne vlastnost P aj vlastnost Q,“ prirodzenejie
,»V3etko je P aj Q“ (napr. ,,VSetko je mys a je to sivé).

Vsetky P st Q — varianty
Forma ,,VSetky P su Q“ sa v prirodzenych vetich niekedy rozpoznava
tazsie, napriklad ked je P alebo Q vztah:

« VSetky mysi kfmi Jurko.
Vsetky mysi st také, Ze ich kfmi Jurko.
Vx(mys(x) — kimi(Jurko, x))

« Jurko kfmi iba mysi.
Vsetko, ¢o Jurko kimi, st mysi.
Vx(kfmi(Jurko, x) — my3(x)).

Niektoré P sa Q
Formu ,,Niektoré P st Q“ (napr. ,,Niektoré mysi su biele“) formalizu-
jeme

3x (P(x) A Q(x)) @

teda ,,Existuje aspori taky jeden objekt x, Ze x méa vlastnost P a x m4 vlast-
nost Q.
Studenti tuto formu niekedy nesprdvne sformalizuju ako

3x(P(x) = Q(x) @

Ani tato formalizicia neprejde ¢itacou skaskou: ,,Existuje objekt x, ktory ak
ma vlastnost P, tak m4 vlastnost Q,“ ¢o je podla definicie splnenia v ohod-
noteni ekvivalentné s ,,Existuje objekt x, ktory nema vlastnost P alebo ma
vlastnost Q,“ (napr. ,,Nieco nie je mys alebo je to biele“ — je pravdivé vo
svete, kde st vSetky mysi sivé a je tam jeden ¢lovek).
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Niektoré P st Q — varianty
Forma ,,Niektoré P st Q“ sa v prirodzenych vetach niekedy rozpoznava
tazSie, napriklad ked je P alebo Q vztah.

« Jurko kfmi nejaké mysi.
Jurko kimi (nejakt) mys.
Nieco z toho, ¢o Jurko kfmi, st mysSi.
Ax(kfmi(Jurko, x) A mys(x))

Niektorych Studentov prekvapuje, Ze pri tejto forme nezalezi na poradi P

aqQ.
» Nejaké mysSi kfmi Jurko.
Niektoré mysi su také, Ze ich kimi Jurko.
Ax(kfmi(Jurko, x) A mys(x))
Je ale vernejsie poradie pri formalizacii zachovat:
Ax(mys(x) A kimi(Jurko, x))

Ziadne P nie st Q
Formu ,,Ziadne P nie st Q* (napr. ,Ziadne myS$i nie su cervené“) para-
frdzujeme ako

»Nie je pravda, Ze existuje taky objekt x, Ze x m4 vlastnost P
a x ma vlastnost Q.

a formalizujeme

= 3x (P(x) AQ(x)) @

alebo parafrdzujeme ako
»Pre kazdy objekt x je pravda, Ze ak x ma vlastnost P, tak x nem4
vlastnost Q,“ teda ,,Kazdé P nie je Q,*

a formalizujeme ako

Vx (P(x) —» ~Q(x)) @

Ani pri tejto forme nezalezi na poradi P a Q, ale je vernejsie ho pri forma-
lizacii zachovat.
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Niektoré P nie st Q
Formu ,,Niektoré P nie st Q“ (napr. ,,Niektoré mysi nie st sivé“) forma-
lizujeme
3x(P(x) A =Q(x)) @
teda ,,Pre nejaky objekt x je pravda, Ze x m4 vlastnost P a x nema vlast-
nost Q.

7.7 Zamlcané a zdanlivo opacné kvantifikatory

Zamlcany vseobecny kvantifikator
Niekedy kvantifikator nie je explicitne vyjadreny prislu§nym zdmenom.
PouZitie vS§eobecného podstatného mena (zvycajne, ale nie nutne v mnoz-
nom ¢isle) v ulohe podmetu sa zvyc¢ajne chape ako vseobecnad kvantifikécia:
« Mysi su sivé.
Vx(mys(x) — sivy(x))
« Mys je hlodavec.
Vx(my3(x) — hlodavec(x))

« Kto presiel Logiku, ten odovzdaval doméace tlohy.

Vx(presiel(x, Logiku) — odovzdaval_DU(x))

Zamlcany existenc¢ny kvantifikator
PouZitie v§eobecného podstatného mena v ulohe predmetu pozitivneho
prisudku sa zvycajne chape ako existencnd kvantifikacia:

« Jurko kfmi mys. Ax(kfmi(Jurko, x) A my3(x))
« Bonifac si kupil syr. Ix(kupil(Bonifac, x) A syr(x))

Zaml¢ana neexistencia
PouZzitie vS§eobecného podstatného mena v ulohe predmetu negativneho
prisudku sa zvycajne chape ako vyjadrenie neexistencie:
 Bonifac si nekupil syr.
—3x(kapil(Bonifac, x) A syr(x))
Vx(kupil(Bonifac, x) — —syr(x))
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« Jurko nekfmi mysi.
Vx(my3(x) = —kfmi(Jurko, x))
Vx(kfmi(Jurko, x) — —mys(x))
= Ax(kfmi(Jurko, x) A my3(x))

Opatrnosti nikdy nie je nazvys

Ludia neraz veci kvantifikuju nespravne alebo neuplne (zvlast pozor na
I'udi podsobiacich v inom odvetvi, kde nepoznate konvencie).

Ako chépat tvrdenie ,,chlieb predévaju v potravinach*“?

« kazdy chlieb predavaju len v potravinach a nikde inde

« existuje druh chleba, ktory predavaju len v miestnej predajni potravin
« existuje druh chleba, ktory predavaju v kazdych potravinach

« existuju potraviny, ktoré predavaju asporn jeden chlieb

« kazdé potraviny preddvaju aspormi jeden chlieb

Formalizacia do FOL nds nuti vybrat si jedno konkrétne pochopenie, for-
muly FOL nepripustaju Ziadnu nejednoznacnost.

Zdanliva existencia
V podmienkach sa ob¢as vyskytuju neurcité zimena (niekto/nie¢o/niektoré/
...), na ktoré sa ale odkazujeme v podmienenej vete:

+ Ked niekto cvici, tak je (on/ona) zdravy/-a.
« Ak sa Jurko o nieco stara, tak to to rad.
Také tvrdenie nezodpovedd implikacii s existenénym kvantifikdtorom:
@ (3Ixdoma(x) — zodpovedny(x))
© 3Ix(doma(x) — zodpovedny(x))
ale zodpoveda vseobecne kvantifikovanej implikdcii:
@ Vx(cvici(x) — zdravy(x))

@ Vx(stara_sa_o(Jurko, x) — ma_rad(Jurko, x))
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7.8 Nutné a postacujice podmienky

Nutné a postacujice podmienky
Tvrdenia so (zaml¢anou) vSeobecnou kvantifikdciou maju casto formu
podradovacich suveti:

1. Logiku prejde kaZdy/-d, kto odovzddva doméce ulohy.
2. Logiku prejde iba td/ten, kto odovzdava domdce ulohy.
pricom
« hlavna veta (,,Logiku prejde ... “) vyjadruje nejaku viastnost,

« vedlajsia veta (,,kto odovzdava domdce ulohy“) vyjadruje podmienku,
ktora suvisi s touto vlastnostou.

Aky je rozdiel medzi tymito podmienkami?
Postacujica podmienka
Vyrok ,,Logiku prejde kaZdy/-d, kto odovzddva domace ulohy“:

« je nepravdivy, ked existuje niekto, kto odovzddva doméace ulohy, ale
Logiku neprejde;

« teda hovori, Ze na to, aby nejaka osoba presla Logiku, postacuje, aby
odovzdavala domace ulohy.

« Odovzdavat doméce ulohy je teda postacujiicou podmienkou prejde-
nia Logiky.

« Inak povedané: Pre kazdého/-u plati, Ze
- prejde Logiku, ak odovzddva doméce ulohy;

- ak odovzdava domadce ulohy, tak prejde Logiku.
« Formalizicia je teda:

Vx(odovzdava DU(x) — prejde(x, Logika))

181



Nutna podmienka
Vyrok ,,Logiku prejde iba td/ten, kto odovzdava doméace tlohy.*:

« je nepravdivy, ked' existuje niekto, kto neodovzddva domadce ulohy,
ale Logiku predsa prejde;

« teda hovori, Ze na to, aby nejaka osoba presla Logiku, je nutné, aby
odovzdavala domace ulohy.

+ Odovzdavat domdce ulohy je teda nutnou podmienkou prejdenia Lo-
giky.
» Ekvivalentne: Pre kazdého/-u plati, Ze
- prejde Logiku, iba ak odovzdéava domdce ulohy.
- ak neodovzdava doméce ulohy, tak neprejde Logiku.

- ak prejde Logiku, tak odovzdava doméce ulohy.

« Formalizicia je teda:

Vx(prejde(x, Logika) — odovzdava_DU(x))

7.9 Zlozené kvantifikované vlastnosti

Zlozené kvantifikované vlastnosti
Casto potrebujeme kvantifikovat objekty, ktoré maju zlozité vlastnosti:

1. Nejaka Jankina biela mys je syta.
2. VSetky Jankine biele mysi su syte.

Prvy druh kvantifikicii je zrejme existen¢ny a uz vieme, Ze sa spravidla
spdja s konjunkciou.

Druhy druh kvantifikacii je zrejme vSeobecny a vieme, Ze sa spravidla
spaja s implikaciou.

PouZitie spojok ale zavisi od pozicie kvantifikécie vo vete.
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ZlozZené existencne kvantifikované vlastnosti ako podmet
Nejakd Jankina biela mys je syta.

+ Vyrok ma formu ,,Niektoré P su Q,“ teda prekladdme ho ako Ix( P(x)A
Q(x) ). Pricom ale P je zloZend vlastnost.

« Vlastnost P opisuje objekt, ktory ma zrejme byt sucasne Jankin, biely
a ma to byt mys. Preto P vytvorime z jednotlivych predikatov konjun-
kciou.

3x( ( patri(x, Janka) A biely(x) A my3(x)) A syty(x))
ZloZené vseobecne kvantifikované vlastnosti ako podmet
Vsetky Jankine biele mysi st syte.

» Vyrok maformu ,,VSetky P su Q,“ teda prekladame ho ako Vx( P(x) —
Q(x)), pricom P je zloZend vlastnost.

« Vlastnost P opit opisuje objekty, ktoré maju byt sticasne Jankine,
biele a mysi. Preto aj teraz P vytvorime konjunkciou.

Vx( (patri(x, Janka) A biely(x) A my3(x)) — syty(x))
ZlozZené existencne kvantifikované vlastnosti ako predmet
Jurko mé nejaku sytu bielu mys.

+ Aby sme zistili, ktort aristotelovskt formu ma veta, musime ju pre-
formulovat:
Nejaka syta biela mys patri Jurkovi.

+ Vetama formu ,,Niektoré P su Q,“ teda prekladdme ju ako Ix( P(x) A
Q(x)), pricom P je zloZen4 vlastnost.

Ix( (syty(x) A my3(x) A biely(x)) A patri(x, Jurko) )
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ZloZené vseobecne kvantifikované vlastnosti ako predmet
Jurko mé vsetky syte biele mysi.

« Aj tuto vetu musime preformulovat:
Vsetky syte biele mysi st Jurkove.

» Veta ma formu ,,VSetky P su Q,“ teda prekladame ju ako Vx( P(x) —
Q(x)). pricom P je zloZena vlastnost.

Vx( (syty(x) A my3(x) A biely(x)) — patri(x, Jurko) )
Viacnasobné vseobecne kvantifikované privlastky
Jurko m4 vSetky mysi a Skrecky.
« Preformulujeme: VSetky mysi a Skrecky su Jurkove.

» Veta ma formu ,,VSetky P su Q,“ teda prekladame ju ako Vx(P(x) —
Q(x)).

+ P je zloZend vlastnost. Ale ako je zloZen4?

© Ked ,mysiaskrecky“ sformalizujeme (my3(x Askrecok(x)), Vx(P(x) —
Q(x)) bude znamenat ,,Pre kazdé x, ak x je mys a zaroven x je Skre-
¢ok, tak x patri Jurkovi.

« Vieme ale, Ze ni€ nie je naraz mys$ aj Skrecok, takze podmienke (v na-
Som svete) nevyhovuje Ziaden objekt, takZe Jurkovi nemusi nic patrit.

(V) Intuitivny vyznam (,,a“ ako mnoZinové zjednotenie) zachovame, ked
,mysi a skrecky“ sformalizujeme (mys(x) V Skrecok(x)).

Vx((my3(x) Vv skre¢ok(x)) — patri(x, Jurko))

7.10 Konverzacné implikatary

Trivialne pravdivé vseobecne kvantifikované implikacie
Nie vSetkym sa zd4 intuitivne, Ze formula

Vx(my3(x) — biela(x))
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je pravdiva vo svetoch, kde nie su Ziadne mysi.

Dobry sposob, ako to pochopit je, Ze uvedomit si, Ze vo svete, kde nie
su mysi, neexistuje kontrapriklad pre tuto formulu — mys, ktora by nebola
biela.

Hovorime, Ze v takom svete je tato formula trividlne pravdivd.

Podobne je vo svetoch bez mysi trividlne pravdiva eSte prekvapujtcejSia
formula:

Vx(my3(x) — &lovek(x))

Triviadlne pravdivé vseobecne kvantifikované implikacie

Tvrdenie ,, Kazdy prvak, ktory si zapisal logiku, z nej dostal A,“ v sebe
nesie implikaturu (domnely désledok), Ze taki prvaci existuju.

Ak je takéto tvrdenie nutne trividlne pravdivé, lebo objekty z predpo-
kladu neexistuju (napr. prvaci si logiku nemézu zapisovat), intuitivne ho
povazujeme zavadzajice.

Nic to ale nemeni na fakte, Ze je pravdivé.

Existencia prvaka, ktory si zapisal logiku, je skuto¢ne iba implikatura.

Dodatok ,,Ale ziadny prvak si ju nikdy nezapisal “ (negacia implikatury),
nie je s tvrdenim v spore, ale objastiuje, Ze je trividlne pravdivé.

»Niektoré" neimplikuje ,nie vietky"

Dalsia implikattra sa spaja s tvrdeniami: ,,Niektoré P st Q.

Niekomu sa moze ,Niektoré P su Q“ zdat sporné s ,,VSetky P su Q.* —
Pre¢o by sme hovorili ,,niektoré P*, ked' to plati pre v§etky P? Takyto ¢lovek
povazuje tvrdenie ,,Nie vSetky P st Q“ za dosledok tvrdenia ,,Niektoré P su
Q. Aj to je vSak iba implikatuara.

Ked ale na otazku ,,Dostal niekto A¢ko?“ odpovieme ,,Ano, niektori tu-
denti Acko dostali. Vlastne ho dostali vsetci,“ druha veta prva dopiﬁa, ale
neprotireci jej, hoci je negaciou implikatury.

Ak chceme jasne vyjadrit domnely vyznam, povieme ,,Niektori Studenti
Acko dostali, ale nie vetci,“ ¢o formalizujeme formulou v tvare (3x(P(x) A

Q(x)) A = Vx(P(x) = Q(x))).
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7.11 Vyhybanie sa chybam

Bezné chyby
Dalsie bezné chyby:

pouzitie predikatu v rovnostnom atéme (na niektorej strane rovnosti
miesto termu)

retazenie predikatov (jeden je argumentom druhého)
nepouZitie potrebného predikatu
volné premennd vo formule

zdmena ekvivalencie a implikacie

Kontrola
Techniky na kontrolu:

Prejdem si zoznam funkénych aj predikatovych symbolov, vyluéim
tie, ¢o nesuvisia s danym tvrdenim, a overim, Ze vSetky ostatné su vo
formule obsiahnuté.

Mechanicky prepiSem zapisanu formulu (napr. pouZzitim de Morga-
novych pravidiel, presunutim negacie dovnutra kvantifikatora ¢i von,
odstranenim implikacii); precitam si a pochopim upravend formulu
— hovori to, o ma?

Kontrola

ZapiSem to isté inym spoésobom (nie vZdy mi nejaky napadne l'ahko,
ale vzdy viem zapisat opak, ¢iZe negdciu, napr. ivahou cez protipri-
klad — ¢i uz pre celd formulu, alebo pre jej Cast).

- Potom mechanicky upravujem dve formuly na ekvivalentné a sna-
Zim sa ich previest do tvaru, kde uZ je jasné, ¢i st rovnaké alebo
rozne (napr. do negacnej normalnej formy).

- Alebo precitam alternativny z4pis, preloZim si ho do prirodze-
ného jazyka a porovnam, ¢i sa zhoduje s povodnym.
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« Overim, ¢i niekde nemam zapis Vx(P(x) A ... ) — takmer nikdy nech-
cete povedat nieco typu: ,,VSetky objekty su pocitace.“

» Overim, ¢i niekde nemam zapis Ix(P(x) — Q(x)) — takmer nikdy
nechcete povedat nieco typu: ,Existuje objekt, ktory nie je pocitac
alebo je pokazeny.*
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8. prednaska
Tabla pre kvantifikatory.
Viackvantifikatorové tvrdenia

8 Tabla s kvantifikatormi

8.1 Logické vlastnosti a vztahy v logike prvého radu

Logické vlastnosti a vztahy v logike prvého radu

Minuly tyzderi sme zadefinovali, kedy je uzavretd formula a te6ria (mno-
Zina uzavretych formul) pravdivd v danej Struktare (M F A, M E T).

PouZili sme pomocny induktivne definovany vztah $truktiira spiria for-
mulu priohodnoteni (M E X|e]). Je definovany pre vsetky formuly (otvorené
aj uzavreté).

Pomocou Struktur a pravdivosti méZeme pre rela¢nu logiku prvého radu
skonkretizovat logické vlastnosti a vztahy, ktoré uz pozname z vyrokovolo-
gickej Casti logiky prvého radu:

« splnitelnost a nesplnitelnost,
+ ,,vzdy pravdivé“ formuly (vo vyrokovom pripade sa volali tautologie),
« vyplyvanie/logicky dosledok.
Splnitelnost a nesplnitelnost
Ako sme sa dohodli minule, predpokladdme, Ze sme si pevne zvolili l'ubovol'ny jazyk
relacnej logiky prvého radu £. VSetky definicie platia pre symboly, termy, atomy, formuly,
teorie, atd. v tomto jazyku a Strukttry a ohodnotenia individuovych premennych pre tento

jazyk. Pretoze £ je l'ubovol'ny, daju sa definicie aplikovat na vSetky jazyky relacnej logiky
prvého radu.

Definicia 8.1. Nech X je uzavretd formula a T je tedria. Formula X je pr-
vorddovo splnitel'nd vtt X je pravdiva v nejakej Strukture (ekvivalentne: existuje
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Struktura M taka, ze M F X). Teoria T je prvorddovo splnitelna vtt T méa model
(ekvivalentne: T je pravdiva v nejakej Strukture; existuje Struktara M taka, ze M F T).

Formula resp. teoria je prvordadovo nesplnitel'na vtt nie je prvoradovo spl-
nitel'na.

Splnitelnost — priklad

Priklad 8.2. Teoéria {Vx(¢lovek(x)vmys(x)), Vx(clovek(x) — —mys(x))}je pr-
voradovo splnitelnd.

Je to tak preto, Ze je pravdivd v Strukture (teda jej modelom je) M = (D, i),
kde D = {1, 2}, i(€lovek) = {1} a i(my3) = {2}.

Samozrejme je pravdivd v mnohych inych Strukturach.

Platné formuly

Formuldm, ktoré su vyrokovologicky pravdivé (pravdivé v kazdom vyro-
kovologickom ohodnoteni atémov), sme hovorili tautolégie.

Pre formuly, ktoré su prvoradovo pravdivé (pravdivé v kazdej Strukture),
sa pouZiva iny pojem:

Definicia 8.3. Nech X je uzavretd formula. Formula X je platnd (skratene
F X) vtt X je pravdiva v kaZdej Strukture (teda pre kaZdu: $truktiru M mame M k
X).

Samozrejme, formula nie je platnd vtt je nepravdiva v aspori jednej Struk-
ture.

Platnost sa ale nedd overit vymenovanim vSetkych $truktur, lebo tych je
nekonecne vela.

Platné formuly — priklad

Priklad 8.4. Formula X = (Vxdoma(x) - doma(Jurko)) je platna.

Dokaz. Predpokladajme, Ze by X nebola platnd, teda by bola nepravdiva
v nejakej Struktare M = (D, i). Potom by v M pri nejakom ohodnoteni spl-
neny antecedent Vx doma(x), ale nesplneny konzekvent doma(Jurko), teda
i(Jurko) ¢ i(doma). Ak je ale splnené Vx doma(x), tak pre kazdé m € D
mame m € i(doma). Preto aj i(Jurko) € i(doma), ¢o je spor.

Preto X je platna.
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Prvoradové vyplyvanie, prvoradovy logicky dosledok

Definicia 8.5. Z tedrie T prvoradovo logicky vyplyva uzavreta formula X
(tiez X je prvoradovym logickym doésledkom T, skratene T F X) vtt X je
pravdiva v kazdom modeli T (ekvivalentne podrobnejsie: pre kazdu struktaru M plati,
Ze ak je v M pravdiva T, tak je v M pravdiva X).

Nezabudajme, Ze vyznam ,F=* zavisi od typu objektu na l'avej strane (a od pritomnosti
ohodnotenia indiv. premennych):

pravdivost: Struktiura F formula/teéria
splnenie: Struktira k formula [ohodnotenie]

vyplyvanie: tedria F formula

Prvoradové vyplyvanie — priklad
Prvoraddové vyplyvanie sa nedd overit vymenovanim vsetkych Struktur,
rovnako ako platnost.

Priklad 8.6. Vyplyva prvoradovo z teorie T = { Vx(opravi(TServis, x) — tlatiaren(x)),
—tlaciareri(mojMobil)}
formula X = —opravi(TServis, m6jMobil)?
Ano, vyplyva. Presved¢ime sa o tom podobnou tivahou ako v priklade
platnej formuly.

Prvoradové nevyplyvanie a priklad
Samozrejme, formula X nevyplyva z teérie T vtt X nie je pravdiva v aspori
jednom modeli T. Tento model je kontraprikladom vyplyvania.
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Priklad 8.7. Vyplyva prvoradovo z teérie T = { Vx(opravi(TServis, x) — tlaciarei(x)),
tlaciaren(mojaHP)}
formula X = opravi(TServis, mojaHP)?
Nie, nevyplyva. Napriklad struktura M = (D, i), kde D = {1, 2, 3},

i(TServis) = 1, i(tla¢iaren) = {2, 3},
i(mojaHP) = 2, i(opravi) = {(1, 3)}

je kontraprikladom toho, Ze T E X, pretoze M E T, ale M ¥ X.

Vyrokovologické, prvoradové a logické vyplyvanie

Podobne ako vyrokovologické vyplyvanie, aj prvorddové vyplyvanie je
Specialny pripad logického vyplyvania v prirodzenom jazyku.

Logické vyplyvanie v prirodzenom jazyku je bohatsie ako prvoradové vy-
plyvanie. Napr. pre vztah ,,vi¢si“ v prirodzenom jazyku zvycajne potichu
predpokladame tranzitivnost.

Logika prvého rddu ale ,,nevidi“ vyznam predikatov. Pozera sa na ne len

pomocou formul, v ktorych vystupuju.

Dohoda 8.8. Nateraz budeme strucne ale nepresne hovorit ,logicky dosle-
dok“a ,,vyplyvanie“ namiesto ,,prvoradovy logicky dosledok“ a ,,prvorddové
logické vyplyvanie®.

Viac o vztahu vyrokovologického, prvorddového a logického vyplyvania
neskor.

Platnost a vyplyvanie
Medzi platnymi formulami a prvorddovym vyplyvanim je podobny vztah
ako medzi tautoldgiami a vyrokovologickym vyplyvanim.

Tvrdenie 8.9. Nech X je uzavretda formula. Nasledujiice tvrdenia su vzd-
jomne ekvivalentné:

« X jeplatnd (E X);
« X vyplyva z prazdnej teérie (B = X);

« X vyplyva z kazdej teorie (pre kazdu teériu T mame T F X).
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Tvrdenie 8.10. Nech T = {A,, ..., A} je konecnd teoria a nech X je uzavretd
formula. Nasledujtice tvrdenia su vzdjomne ekvivalentné:

« formula (/\:;1 A; — X)jeplatnd —tjE (/\?=1 A - X);

« Xvyplyva zteorieT —t.j. T F X.

Platnost, vyplyvanie a ekvivalencia

Tvrdenie 8.11. Nech X a Y st uzavreté formuly. Nasledujice tvrdenia su
vzdjomne ekvivalentné:

« X je prvordadovo ekvivalentnda sY (skr X © Y);
« formula (X < Y)jeplatnd (skr. E (X & Y));

« z{X} prvoradovo vyplyva Y a z{Y'} prvorddovo vyplyva X (skr.{X} E Y
a{Y} EX).

8.2 Dokazovanie s kvantifikatormi

Doékazy a tabla pre logiku prvého radu

Dokazy s kvantifikovanymi formulami sformalizujeme pomocou rozsi-
renia tabiel na logiku prvého radu.

Tabla budu obsahovat oznacené formuly prvého radu.

V tablach dovolime aj otvorené formuly.

Tablové pravidla buda zachovavat splnitelnost tabla.

Oznacené formuly logiky prvého radu
Podobne ako vo vyrokovej logike mdzeme zaviest oznacovanie formul
logiky prvého rddu znamienkami T a F.
Definicia 8.12. Nech M je Struktura, e je ohodnotenie individuovych pre-
mennych a X je formula. Potom
o M splria oznacenii formulu T X pri ohodnoteni e vtt M spitia formulu X
pri ohodnoteni e, skratene: M E T X[e] vtt M E X[e];

« M splria oznacenii formulu F X pri ohodnoteni e vtt M nespinia for-
mulu X pri ohodnoteni e, skratene: M F F X[e] vtt M ¥ X]e].
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M spliia mnoginu oznacenych formiil S* pri ohodnoteni e vtt M spiia kazdi
oznacenu formulu A" z S* pri ohodnoteni e, skratene: M F S*[e] vtt pre
kazdu AT € ST mame M F A*[e].

Splnitelnost oznacenych formul a ich mnozin

Definicia 8.13 (Splnitelnost oznacenych formul a ich mnozin). Ozn. for-
mula X% je splnitelna vtt pre nejaku Strukturu M a nejaké ohodnotenie
individuovych premennych e mame M E X*[e].

Mnozina ozn. formul St je splnitelna vtt pre nejaku $trukturu M a nejaké
ohodnotenie individuovych premennych e mame M F S*[e].

Priklad 8.14 (Dokaz s pozitivnou vSeobecnou kvantifikaciou). Dokazme
neformalne, ale vel'mi podrobne, Ze z teérie T = { (1) Vx(opravi(TServis, x) —
tlaciaren(x)), (2) —tlaciaren(mojMobil) } prvoradovo vyplyva (3) —opravi(TServis

Sporom: Nech su formuly (1) a (2) pravdivé v nejakej Struktire M = (D, i),
ale (3) je v nej nepravdiva, teda nie je splnend pri nejakom ohodnoteni e.

Potom (4) opravi(TServis, méjMobil) je splnend v M prie. Navyse (5) tlaciaren(mojM
jenesplnend. Pretoze podla prvého predpokladu (1) je formula (opravi(TServis, x) —
tlaciaren(x)) splnend prie(x/d) pre kazdé d € D, musi byt splnend aj pre ob-
jekti(moéjMobil). Teda (6) (opravi(TServis, mojMobil) — tlaciareri(méjMobil))
je splnena pri e. Pretoze uz vieme, Ze l'ava strana je pravdiva (4), musi byt
aj prava strana (7) tlaciareri(méjMobil) pravdiva. To je ale v spore so skorS§im
zistenim (5), Ze tato formula je nepravdiva. O

Tablo pre dokaz
Na vicsinu krokov v predchddzajucom dokaze stacia doterajsSie tablové
pravidla.

1. TVx(opravi(TServis, x) — tlaciarefi(x)) St
2. T —tlagiarefi(mojMobil) St
3. F-opravi(TServis, méjMobil) S+
4. Topravi(TServis, mjMobil) a3
5. Ftlaciaren(méjMobil) a2
6. T (opravi(TServis, méjMobil) — tlaciarei(mojMobil)) 21
7. Ttlaciareii(méjMobil) MP4, 6
* 5,7
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Specialny pripad pravdivej véeobecne kvantifikovanej formuly
Doterajsie pravidla ale nestacia na klucovy krok, v ktorom sme z pravdi-
vej vSeobecne kvantifikovanej formuly (1)

Vv x(opravi(TServis, x ) — tlaCiaren(x))
odvodili jej Specidlny pripad (instanciu) (6) pre konstantu méjMobil:
(opravi(TServis, méjMobil ) — tlaciarefi( méjMobil ))

Tato formula, ale aj kazda in4, ktord vznikne analogicky dosadenim hoci-
jakého termu za premennt x, je logickym dosledkom formuly (1).

Pravidlo pre pravdivé vseobecne kvantifikované formuly
Na tento krok potrebujeme nové pravidlo:

TVxA
TA{x — t} 4

pre kazda formulu A, kazda premennu x a kazdy term t, ak spitiaju dolezita
dodato¢nu podmienku — viac o nej neskor.

Zapis {x — t} oznacuje substitiiciu — zobrazenie premennych na termy
(v tomto pripade je toto zobrazenie iba jednoprvkové).

Zapis A{x — t} oznacuje aplikdciu substitucie {x — t} na formulu A —
je to formula, ktord vznikne z formuly A nahradenim vsetkych volnych vy-
skytov premennej x termom ¢.

Specialny pripad nepravdivej existen¢ne kvantifikovanej formuly
Vel'mi podobnd situdcia nastava pre nepravdivu existencne kvantifikovanti
Sformulu, napr.
F Ax(opravi(TServis, x) A mobil(x)).

InStancia
F(opravi(TServis, Chrumko) A mobil(Chrumko))

je logickym dosledkom p6vodnej oznacenej formuly.
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Rovnako je jej logickym désledkom kazda ina instancia a mozeme sfor-
mulovat pravidlo:
Fix A
FAx — 1} |

pre kazdu formulu A, kazdu premennu x a kazdy term t, ak (opit) spinaju
dolezitu dodato¢nu podmienku.

DokazsTVxAaF3dx A

Pomocou novych pravidiel mézeme dokazat napr. {Vx(opravi(TServis, x) —
tlaciaren(x)), Vx(mobil(x) — —tladiaren(x)), mobil(méjMobil)} E Jx(mobil(x)A
—opravi(TServis, x)):

1. TVx(opravi(TServis, x) — tladiarei(x)) St

2. TVx(mobil(x) — —tlaciarei(x)) St

3. T mobil(mbjMobil) S*

4. F 3x(mobil(x) A —opravi(TServis, x)) St

5. T (mobil(méjMobil) — —tla¢iaren(maojMobil)) 72{x > mojMobil}
6. T -tlaciaren(mojMobil) MP5, 3

7. Ftlaciareii(mdjMobil) a6

8. T (opravi(TServis, mjMobil) — tlaciaren(mojMobil)) y1{x — maojMobil}
9. Fopravi(TServis, mdjMobil) MTS, 7
10. F (mobil(méjMobil) A —opravi(TServis, mjMobil))  y4{x — mojMobil}
11. Fmobil(méjMobil) 510 12. F —opravi(TServis, mojMobil) 510

* 3,11 13. T opravi(TServis, méjMobil) «a12
% 9,13

Doékaz s pozitivnou existenc¢nou kvantifikaciou

Priklad 8.15. DokaZzme neformalne, Ze z teérie T = { (1) Vx(opravi(TServis, x) -
tlaciaren(x)), (2) Ax ~tlaciaren(x) } prvoradovo vyplyva (3) Ix —opravi(TServis, x
Sporom: Nech su formuly (1) a (2) pravdivé v nejakej Struktare M = (D, i),
ale (3) je v nej nepravdiva, teda nie je splnena pri nejakom ohodnoteni e.

Podl'a (2) existuje v doméne objekt d taky, Ze —tlaciarer(x) je splnena pri
ohodnoteni e(x/d). Zoberme si jeden z takychto objektov a oznaé¢me ho na-
priklad premennou z. Pri e(z/d) potom je (4) —tlaciaren(z) splnend, a teda
(5) tlaciareni(z) je nesplnend. Podla (1) je formula (6) (opravi(TServis,z) —
tlaciaren(z)) splnend. PretoZe uz vieme, Ze prava strana je nesplnena (5), je
aj l'ava strana (7) opravi(TServis, z) nesplnend. Podla predpokladu dokazu
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sporom (3) je vSak aj jeho inStancia (8) —opravi(TServis, z) nesplnen4, teda
(9) je splnend opravi(TServis, z), ¢o je v spore so skor§im zistenim (7). [

Pozitivna existencna kvantifikacia a jej vlastna premenna
KIti€ovym krokom v predchadzajucom dokaze je oznacenie objektu (svedka),
ktory existuje podla pozitivnej existenc¢ne kvantifikovanej formuly

T Ix —tlaciaren(x),
docasnym menom — volnou premennou z a odvodenie:
T —tlaciaren(z).

TAto premennad sa predtym na vetve nesmie vyskytovat volna. /A
Musi to byt novd, viastnd premenna pre formulu T Ix —tlaciaren(x).

Vo v§eobecnosti:
TIxA

TA{x — y}

pre kazdu formulu A, kazdu premennu x a kazd novii premennil y, ak (opit)
spitiajt ddleZita dodatoént podmienku.

Preco vlastna premenna?
Preco potrebuje kazda pozitivna existen¢na formula vlastnt premennt?
Pravidla musia zachovdvat splnitelnost vetiev v table. KonStanty a iné
volné premenné v table mézu oznacovat objekty s konfliktnymi vlastnos-
tami. Ich dosadenim za existen¢ne kvantifikovana premennt by sme do-
spiet k faloSnému sporu.

Preco vlastna premenna? — priklad
Vetva

n+1. Ttlaciaren(x)

n+2. T 3x —tladiaren(x)

je splnitel'nd (napr. je splnend struktarou M = ({1, 2}, i), i(tlagiarel) = {1} pri ohodnoteni
e={xm—1,.}.
Vetva
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n+1. Ttlaciaren(x)

n+2. T 3Ix —tladiaren(x)

n+3. T-tlaciaren(z) @ 62{x — z}
je splnitel'nd (napr. je splnena struktirou M = ({1, 2}, i), i(tlaiarefl) = {1} pri ohodnoteni
e={xm1,z2,.}.

Chybna vetva

n+1. Ttlaciaren(x)

n+2. T 3Ix —tladiaren(x)

n+3. T-tlaciaren(x) @ ,,6“2x — x}

by bola nesplnitel'nd.

Negativna vseobecna kvantifikacia a jej vlastna premenna
Negativna vseobecne kvantifikovana formula

F Vx tlaciaren(x),

znamena, Ze pre niektory objekt x (kontrapriklad) je jej priama podformula
tlaciaren(x) nepravdiva.

Tento objekt teda m6Zeme opit oznacit novou viastnou premennou for-
muly F Vx tlaciaren(x), napriklad u, a méZeme odvodit:

F tlac¢iaren(u).

Tato premennad sa predtym na vetve nesmie vyskytovat volna. /

Vo vSeobecnosti:
FVx A

FA{x — y}

pre kazdu formulu A, kazdu premennu x a kazd novii premennil y, ak (opit)
spifiaju doleZitti dodatoént podmienku.

Dokaz s pravidlami pre kvantifikatory
{3x Vy(opravi(x,y) — tlaciaren(y)),

Vx(mobil(x) — —tlaciaren(x))}

E Vx(mobil(x) — Iy —opravi(y, x)):
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1. T 3IxVy(opravi(x,y) — tla¢iareii(y)) S*

2. TVx(mobil(x) — —tlaciareii(x)) St

3. FVx(mobil(x) —» Jy ~opravi(y,x)) ST

4. F(mobil(u) — Iy ~opravi(y, u)) 63{x — u}

5. Tmobil(u) a4

6. F3y-opravi(y,u) a4

7. TVy(opravi(z,y) — tlaciaren(y))  81{x  z}

8. T (mobil(u) — —tladiaren(u)) y2{x — u}

9. T —tladiaren(u) MPS8, 5
10. Ftlaciaren(u) a9
11. T (opravi(z,u) — tlaciareri(u)) y7{y = u}
12. Fopravi(z,u) MT11,10
13. F-opravi(z,u) y6iy > z}
14. Topravi(z,u) al3

% 12,14

Tablové pravidla pre logiku prvého radu

Definicia 8.16. Pravidlami tablového kalkulu pre logiku prvého radu sa pra-
vidla typu a a 8 pre vyrokovu logiku a pravidla:

TVxA FixA ednotne: y(x)
v TAX > £} FA{x — (} J A0
FVxA TaxA . 5(x)

) ednotne:
FA{x — y} TAx e~y ) &)

kde A je formula, x je premennd, ¢ je term substituovatelny zax vAay je
premenna substituovatelnd za x v A.

Pri operdcii rozSirenia vetvy tabla 7 o doésledok niektorého z pravidiel
typu & navySe musi platit, Ze premennd y nema vol'ny vyskyt v Ziadnej
Jormule na vetve 7.

Substituovatelnost vysvetlime nizZsie.

Korektnost pravidiel y a §

Tvrdenie 8.17 (Korektnost pravidiel y a §). Nech St je mnoZina oznacenych
formulv jazyku £, nech x a y stt premenné, nech t je term.
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« Ak y(x) € ST at je substituovatelny za x v y,(x), tak S* je splnitelnd
vt ST U {y,(t)} je splnitelna.

o Ak 6(x) € S, y je substituovatelnd za x v §;(x) a y sa nemd volny
vyskyt v St, tak ST je splnitelnd vit ST U {8,(y)} je splnitelna.

Tablovy kalkul pre logiku prvého radu
Princip tablovych dokazov ostdva nezmeneny:

+ Ak chceme dokézat, Ze formula X je platnd, hladdme uzavreté tablo
pre ST = {F X}. Predpokladiame teda, Ze v nejakej trukture a nejakom
ohodnoteni je X nesplnena a ukdZeme spor.

« Podobne pre prvoradové vyplyvanie T F X predpokladdme, Ze v ne-
jakej Strukture a nejakom ohodnoteni st splnené vSetky formuly z T
(TApre A € T), ale X je nesplnend (F X) a ukdZeme spor, teda hla-
dame uzavreté tablopre ST ={TA| A€ T}U{FX}.

Casta chyba pri pravidlach y a ¢: aplikacia na podformuly
Vetva:

1. F mobil(u)
2. T tlaciaren(u)
3. T (Vx tlaciaren(x) — Yy mobil(y))
je splnitelna
(je splnena napr. Struktarou M = ({1, 2},i), kde i(mobil) = {1}, i(tlaciaren) = {2} pri
ohodnoteni e = {u — 2,...}).
V table:
1. Fmobil(u)
2. T tlaciaren(u)
3. T (Vx tlaciarei(x) — Yy mobil(y))
4. FVxtlaciaren(x) @ B3 | 5. T Vy mobil(y) @ 53
6. Ftlaciaren(v)@ 84 | 7. Tmobilu))@  ¥3
*7,1
je lava vetva splnitelnd
(je splnena napr. tou istou Struktdrou M ako povodna vetva pri ohodnoteni e = {u —
2,vi> 1.0,

Chybna vetva:
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1. F mobil(u)
2. T tlaciaren(u)
3. T (Vxtlaiareri(x) — Vy mobil(y))
4. T (tlagiareri(u) — Vy mobil(y)) @ 73
5. T Vy mobil(y) MP4, 2
6. T mobil(u) )

je nesplnitelnd.

Tablové pravidla sa nikdy neaplikujii na podformuly oznacenej formuly
v uzle.

8.3 Substitucia a substituovatelnhost

Substitucia

Definicia 8.18 (Substitucia). Substiticiou (v jazyku £) nazyvame kazdé
zobrazenieo : V — J; znejakej mnoZiny individuovych premennych V' C
V. do termov jazyka L.

Priklad 8.19. Ked vV, = {u,v,...,Z,uy, ...}, €, = {Klarka, Jurko}, napriklad
o, = {x - Klarka,y — u,z — x} je substittcia.

Problém so substitticiou
Vetva
n+1. TVx-pozna(x, x)
n+2. T-pozna(y,y) y1{x >y}
n+3. TVx 3y pozna(x,y)
je splnitel'nd (napr. je splnen4 $truktirou M = ({1,2},i), i(poznd) = {(1,2),(2,1)} pri
ohodnotenie = {y — 1,..}).
Ale vetva
n+1. TVx-pozna(x, x)
n+2. T-pozna(y,y) y1{x &y}
n+3. TVx3y pozna(x,y)
n+4. TZypozna(y,y) @ ,y“3{x -y}

je nesplnitelnd. Oprava: Vetva
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n+1. TVx-pozna(x, x)

n+2. T-pozna(z,z) y1{x — z}
n+3. TVx 3y pozna(x,y)

n+4. T3ypozna(z,y) @ y3{x— z}

je splnitel'nd.

Definicia 8.20 (Substituovatel'nost, aplikovatel nost substitticie). Nech A po-
stupnost symbolov (term alebo formula), nech ¢, ¢4, ..., t, st termy a x, X,
..., X, SU premenneé.

Term t je substituovatelny za premennt x v A vtt nie je pravda, Ze pre nie-
ktorti premennu y vyskytujuacu sa v ¢ plati, Ze v nejakej oblasti plat-
nosti kvantifikatora 3y alebo Vy vo formule A sa premenna x vysky-
tuje vol'na.

Substitacia {x; +~ t;,..., X, — t,}je aplikovatelnd na A vtt term ¢; je sub-
stituovatelny za x; v A pre kazdéi € {1, ..., n}.

Priklad 8.21. Nech A =3y pozna(x,y).

« Substittcia {x — y,z ~ Jurko} nieje aplikovatelnd na A,
lebo term y nie je substituovatelny za premennu x v A.

« Substittcia {x — z,y — Jurko,z — y} je aplikovatelnd na A.

Substittcia do postupnosti symbolov

Definicia 8.22 (Substitucia do postupnosti symbolov). Nech A je postup-
nost symbolov, nech ¢ = {x; — t,...,X, — t,}je substitucia. Ak o je
aplikovatelnd na A, tak Ao je postupnost symbolov, ktord vznikne sudas-
nym nahradenim kazdého vol'ného vyskytu premennej x; v A termom ¢;.

Priklad 8.23. Nech A = 3y poznd(x,y)ac={x —» z,y—>u,z— y}
Substitucia o je aplikovatelnd na A. V A je volnd iba premenn4 x, dosa-
dime za riu term z, ktory neobsahuje viazant premennu y. VSetky vyskyty y
su viazané, za ne sa nedosddza. Premenna z sa v A nevyskytuje, nie je za ¢o
dosadzovat.
Ac = dy pozna(z, y)
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Substitticia do termov a formdl rekurzivne

Tvrdenie 8.24. Pre kazdu substiticiu 0 = {x; — ty,...,Xx, — t,}, kazdu
premenniiy € V. \ {xq, ..., X,,}, kazdy symbol konstanty a € C, kazdy pre-
dikdtovy symbol P* € P, kazdéi € {1, ..., n}, kaZdii spojku o € {A,V, =},
vietky formuly A a B a vSetky termy sy, Sy, ..., S € T . plati:

X0 =t yo=y ac=a
(8] = 5,)0 = (810 = $,0) (P(sy, ..., Sg))o = P(s10, ..., 5,0)
(mA)o = -(Ao) ((AoB))g = (Ao ¢ Bo)
(VyA)o =Vy(Ao) (IyA)o =3y (Aog)
(Vx; A)o = Vx; (Ag;) (3x; A)o = 3x; (Ag;),

kdeo; = o\{x; — t;}, za predpokladu, Ze o jev danom pripade aplikovatelnd.

9 Formalizacia s viacerymi kvantifikatormi

Viacnasobné pouzitie rovnakého kvantifikatora

Pouzitim jedného kvantifikdtora vo formule sme minuly tyzden dokézali
vyjadrit pomerne komplikované tvrdenia.

Ale uz v priklade tabiel sme videli, Ze niektoré tvrdenia zodpovedaju via-
cerym kvantifikdtorom vo formule.

Rozoberme si niekol’ko typickych pripadov.

9.1 Rovnaky kvantifikator

Viacnasobné pouzitie rovnakého kvantifikatora
Najjednoduchsie st opakované pouZitia rovnakého kvantifikatora na za-
¢iatku formuly:

« Ix Ay((Clovek(x) A skrecok(y)) A kimi(x,y))
o VxVy((¢lovek(x) A skrecok(y)) — kimi(x,y))

Vyznam je lahké uhadnut, aj ked je mozZno zrejmejsi v alternativnej forme,
ktora priamo zodpoveda aristotelovskym formam obmedzenej kvantifika-
cie:
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« 3Ax(clovek(x)ATy(Skrecok(y) Akimi(x, y))) Nejaky clovek (ma vlastnost,
ze) kfmi nejakého Skrecka.

» Vx(¢lovek(x) — Vy(Skrecok(y) — kfmi(x,y))) Kazdy clovek kimi kaz-
dého Skrecka.

Prenexové vs. hlbsie vhorené formy
Dve uvedené formy kazdého typu tvrdenia su vzdjomne ekvivalentné,
maju rovnaky vyznam.
Prvé formy su prenexové — kvantifikatory su na zaciatku formuly.
1. Nie je vZdy dobré snaZit sa o prenexovd formu, v zloZitejSich pripa-
doch moéZe byt zavadzajuca.

Roznost objektov oznacenych premennymi — vSeobecny pripad
Tento typ tvrdeni je vicSinou bezproblémovy azZ na jeden pripad:

Vx Vy((zvieratko(x) A zvieratko(y)) — (Vacsi(x,y) v mensi(x,y)))

.....

X je menSie od y.

Slovenské kazdé (dve) zvieratkd x a y znamena, Ze x a y 0znacuju naozaj
viacero zvieratiek. Ale v logike prvého radu je kazd4 premennd kvantifiko-
vand samostatne a rozne premenné mozu oznacovat ten isty objekt. Roznost
musime zapisat explicitne:

Vx Vy((zvieratko(x) A zvieratko(y) Ax # y) — (vVacsi(x,y) v mensi(x, y)))

Pre Iubovolné termy s, ¢ je s # ¢ je skratka za ~s = ¢.

Roznost objektov oznac¢enych premennymi — existenény pripad
Podobne formula

3x Ay(zvieratko(x) A zvieratko(y))

neznamend, Ze existuju aspori dve zvieratka (je ekvivalentna s 3x zvieratko(x)).
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Existenciu aspon dvoch zvieratiek zabezpeci formula:

dx Ay(zvieratko(x) A zvieratko(y) A x # y)
Podl'a dohody zo 4. prednasky do seba vnorené vlavo uzatvorkované konjunkcie skratene

zapisujeme bez vnutornych zatvoriek. Teda (zvieratko(x) A zvieratko(y) A x # y) je skrateny
zapis ((zvieratko(x) Azvieratko(y)) Ax # y). Podobne skracujeme do seba vnorené disjunkcie.

9.2 Alternacia kvantifikatorov

Existencia pre vsetky
Casté formuly, v ktorych sa vyskytuju oba kvantifikatory, st ako

Vx(zvieratko(x) — Jy(Clovek(y) A kimi(y, x)))

Hovori, Ze kazdé zvieratko ma vlastnost, Ze nejaky ¢lovek ho kimi, teda kazdé
zvieratko niekto kimi.
Ekvivalentne sa to da vyjadrit aj (v menej vernej) prenexovej forme:

Vx Jy(zvieratko(x) — (Clovek(y) A kimi(y, x)))

Poradie kvantifikatorov
Pri rovnakych kvantifikatoroch v prenexovej forme na ich poradi neza-
lezi:

o VxVyma_rad(x, y) je ekvivalentné Yy Vx ma_rad(x, y);
« dx 3y ma_rad(x, y) je ekvivalentné Jy Ix ma_rad(x, y).

Pri r6znych kvantifikadtoroch zmena poradia vdZne meni vyznam:
o Vx 3y ma_rad(x, y) — Kazdy/-a ma rdd/rada niekoho.

o dxVyma_rad(x,y) — Niekto ma rad/rada vsetkych.

204



Poradie kvantifikovanych premennych

Z4aleZi aj na tom, ako sa kvantifikované premenné pouZiju vo formule,
ktora je kvantifikovana.

Porovnajme:

+ Vx 3y mé_rad(x,y) — Kazdy/-a ma rad/rada niekoho.

Vx dy ma_rad(y, x) — KaZdii/-ého ma niekto rad.

Ix Vy ma_rad(x, y) — Niekto md rada/rdd vsetkych.
+ IxVyma_rad(y, x) — Niekoho maju radi vsetci.
Cvicenie: Pre kazdu z tychto Styroch formul ndjdite Strukturu, v ktorej je

pravdiva, ale ostatné st nepravdivé.

Unikatna existencia
Kombinaciou oboch kvantifikdtorov s rovnostou moZeme vyjadrit exis-
tenciu prdve jedného (unikatneho) objektu s danou vlastnostou:

Ix(Skrecok(x) A Vy(Skrecok(y) = x =y))

Neformalne: Nejaky Skrecok je jedinym Skreckom.

Podobne sa da vyjadrit existencia prave k objektov pre kazdé prirodzené
¢islo k.
9.3 Postupna formalizacia a parafrazovanie

Postupna formalizacia
Na formalizaciu zloZitych tvrdeni je najlepSie ist postupne.
Sformalizujme: Kazdého Skrecka kimi nejaké dieta.

1. Rozpozname, Ze tvrdenie ma tvar Vetky P su Q, priCom P je atomicka
vlastnost. MdZeme ho teda ¢iasto¢ne sformalizovat na:

Vx(8kreCok(x) — nejaké dieta krmi x)
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2. Sformalizujeme nejaké dieta kimi x: M4 formu: Nejaké P je Q:
Jy(dieta(y) A kimi(y, x))
3. Dosadime:
Vx(8krecok(x) — Ay(dieta(y) A kimi(y, x)))

Systematickym pristupom sa daja spravne sformalizovat aj velmi zlozité
tvrdenia.

Viacnasobna negdcia — nespravne moznosti
. Opatrnost je potrebnd pri formalizacii tvrdeni s viacndsobnou negiciou, na-
priklad: ,,Nijaké dieta nechovd Ziadnu vretenicu. “
Tu salahko stane, Ze pri neopatrnej postupnej formalizacii skon¢ime s chyb-
nou formulou:

© - 3x(dieta(x) A— Jy(vretenicu(y) Achova(x, y))) — Nieje pravda, Ze ne-
jaké dieta nema vlastnost, Ze chovd nejaku vretenicu, teda Kazdé dieta
mavlastnost, Ze chovd nejakii vretenicu, teda Kazdé dieta chova nejakii
vretenicu.

© - 3x(dieta(x) A = Jy(vretenicu(y) A =chova(x, y))) — Nieje pravda, Ze
nejaké dieta nema vlastnost, Ze nechovd nejakii vretenicu, teda Kazdé
dieta nechovad nejakii vretenicu (ale moze chovat iné).

Viacnasobna negacia — parafraza a spravna formalizacia
Na spravne sformalizovanie ,,Ziadne dieta nechovd Ziadnu vretenicu “ je
lepsie toto tvrdenie parafrdzovat:

 Nieje pravda, Ze nejaké dieta je také, Ze chovd nejakii vretenicu.
@ - 3Ix(dieta(x) A Jy(vretenicu(y) A chova(x, y)))

 Pre kazdé dieta nie je pravda, Ze chova nejakii vretenicu.
@ Vx(dieta(x) — = Jy(vretenicu(y) A chova(x, y)))

 Pre kazdé dieta x je pravda, Ze pre kaZdii vretenicu y je pravda, Ze x ne-
chova y.

@ Vx(dieta(x) — Vy(vretenicu(y) — —chova(x, y)))
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Viacnasobna negacia — nespravna parafraza

Podla naSich sktsenosti $tudenti/-ky najcastejsie vyrok ,,Ziadne dieta ne-

chovd Ziadnu vretenicu, “ nespravne parafrdzujii ako

,»Neexistuje dieta x a neexistuje vretenica y, pre ktoré je pravda, Ze x chovd y, “
¢o navyse nasledne sformalizuju v prenexovom tvare ako

© - 3x-3y(dieta(x) A vretenica(y) A chova(x, y))

~Kazdy objekt v doméne je dieta, ktoré chovd nejaku vretenicu. “
Pri parafrdzovani preto:

(%) nepouzivajte ,neexistuje...

@& namiesto toho pouZivajte: ,nie je pravda, Ze existuje ... ;

(%) nespéjajte kvantifikatory spojkami ,,a“, ,,alebo”,

@ zakvantifikdtorom za¢nite vedlajsiu vetu: ,,Existuje x také, Ze x je dieta

a existuje y také, Ze ... “

Postupna formalizacia, negacia a databazy

Niekedy sa oplati pozriet na tvrdenie cez jeho negaciu.

Uzito¢né napriklad pri formalizacii do databazovych jazykov — dopyty
v datalogu ¢i SQL (bez agregacie) mozno vyjadrit formulami prvoradovej
logiky, ale nemoZno pouZit vSeobecny kvantifikdtor.

Skuste schematicky zakreslit situaciu k vyrokovej forme ,,¢lovek, ktory
poznd vSetkych zndmych svojich znamych“.

Clovek(x) A Yy(pozna(x,y) — Vz(pozna(y,z) — pozna(x, z)))
Opak: ¢lovek, ¢o nepozna niektorého zndmeho svojho zndmeho.

Clovek(x) A = Iy 3z(pozna(x, y) A pozna(y,z) A “pozna(x, z))

Odkaz z konzekventu — o sedliakoch a osloch
UZ minule sme rozoberali zdanlivo existen¢né tvrdenia typu:

Ak nejaky prvak navstevuje LPI, tak (on) je bystry.
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Postupnou formalizaciou by sme mohli dospiet k nespravnej otvorenej for-
mule:

© (3x(prvak(x) A navstevuje(x, LPI)) — bystry(x) ).

@ Vx( (prvak(x) A navitevuje(x, LP1)) — bystry(x) ).
Vyskytuju sa aj v zloZitejsich kombinaciach. Udernym prikladom je:
KaZdy sedliak, ktory vlastni nejakého osla, ho bije.
Na existen¢né tvrdenie vlastni nejakého osla v antecedente odkazuje za-
meno ho v konzekvente.
Odkaz z konzekventu — nespravne moznosti
Postupnou formalizaciou by sme mohli dostat nespravnu formulu:
O vx((sedliak(x) A Jy(osol(y) A vlastni(x,y)) ) — bije(x,y))

Keby sme sa ju pokusili ,,zachranit® tym, Ze zaviaZeme premennt y, mohlo
by to dopadnut rdzne, ale stdle nepravne:

© Vx(sedliak(x) A Fy(osol(y) A vlastni(x, y) A bije(x, y)))
— VSetko je sedliak, ktory vlastni osla, ktorého bije.

© Vx(sedliak(x) — Jy(osol(y) A vlastni(x,y) A bije(x,y)))
— Kazdy sedliak urcite vlastni osla, ktorého bije.

Existen¢ny kvantifikator teda nefunguje.

Odkaz z konzekventu — parafraza a spravna formalizacia
Na spravne sformalizovanie je tvrdenie KaZdy sedliak, ktory vlastni neja-
kého osla, ho bije, potrebné parafrdazovat na

» Kazdy sedliak bije kazdého osla, ktorého vlastni.
» Pre kazdého osla je pravda, Ze kaZdy sedliak, ktory ho vlastni, ho bije.

Z parafraz uz lahko dostaneme spravne formalizicie:
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Vx(sedliak(x) —
Vy((osol(y) A vlastni(x,y)) — bije(x,y)))

Vx(osol(x) —
Vy((sedliak(y) A vlastni(y, x)) — bije(y,x)))

9.4 Zavislost od kontextu
Nejednoznacné tvrdenia

KaZzda minutu v New Yorku prepadnu jedného ¢loveka. Dnes
nam poskytne rozhovor. — SNL

Vtip spociva v potenciilnej nejednoznacnosti prvej vety. Pravdepodobne
ste ju pochopili (,,slabé* ¢itanie)
Vx(minata(x) — Jy(¢lovek(y) A prepadnutyPocas(x, y)))
Ale druhd veta vyzdvihla menej pravdepodobny alternativny vyznam ( ,,silné“
¢itanie):
Jy(Elovek(y) A Vx(mintta(x) — prepadnutyPocas(x, y)))
Zavisi od situdcie, ktoré z Citani je spravne. Formalizacia je teda kontextovo

zavisla.

9.5 Dodatky k formalizacii s jednym kvantifikatorom
Enumeracia — vymenovanie objektov s vlastnostou
Niekedy potrebujeme vymenovat objekty s nejakou vlastnostou:
» Na bunke ¢ 14 byvajit Ad'a, Biba, Ciri, Dada.
(byva_v(Ada, bunka14) A --- A byva_v(Dada, bunka14))
Ekvivalentne: Kazdd z Ad'a, Biba, Ciri, Dada byva v bunke ¢. 14.
Vx((x = AdaV --- Vv x = Dada) — byva_v(x, bunka14))

» Na bunke & 14 byvajui iba Ad'a, Biba, Ciri, Dada.
Kazdy, kto byva v bunke ¢. 14, je jedna z Ad'a, Biba, Ciri, Dada.
Vx(byva_v(x,bunkal4) — (x = Ada V -+ V x = Dada))
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Vynimky a implikatara
Tvrdenia s vynimkami niekedy vyznievaju silnejSie, ako naozaj su.

Mdm rad vsetko ovocie, okrem jablk.

Toto tvrdenie zodpoveda aristotelovskej forme: KaZdé P je Q, kde P = ovocie
a nie jablko a Q = také, Ze ho mam rdd, teda formalne:

Vx((ovocie(x) A mjablko(x)) — mam_rad(x))

Je vel'mi lakavé z tohto tvrdenia usudit, Ze navySe znamend: Jablkd nemam
rad, ale je to iba implikatura (zdanlivy dosledok).

K Mam rdd vsetko ovocie, okrem jablk mdzeme sice prekvapivo, ale bez
sporu dodat:

« Jablka milujem.
« Zjablk mam rad iba cervené.

V spore s povodnym tvrdenim by bol dodatok: Ale slivky nemam rad, pretoze
slivky st ovocie a nie st jablk4, takze podla povodného tvrdenia ich mam
rad.
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9. prednaska
Funk¢né symboly. Tabla s rovnostou

10 Logika prvého radu

10.1 Funkéné symboly

Vztahy s jednoznacne urcenymi objektmi
V niektorych vztahoch ich predmet vZdy existuje a je jednoznacne uréeny/-
a:

« Kazdy ¢lovek mé prdve jednu biologickt matku.
+ Kazdy ¢lovek ma (v danej chvili) prave jednu vysku.

+ Kazdé dve c¢isla maju prdve jeden sucet (sucin, najvacsi spolocny de-
litel, ...).

« Kazda neprazdna konecnd mnozina ¢isel ma prdve jeden maximalny
prvok.

Takyto predmet potom jednoznac¢ne pomentivaju menné frazy ako:
« Bonificova mama; mama Bonificovej mamy;
« Klarkina vyska; vy$ka Jurkovej mamy;
« sucet Cisel 2 a 3; sucet Cisla 4 a sucinu Cisel 2 a 5;
« maximalny prvok mnoziny {2,7, 19}.

Vztahy s jednoznacne urc¢enymi cielmi v UML
UML ma na modelovanie takychto vztahov dve moznosti:
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Clovek

ma_matku dieta
~ | meno: string
vyska: float
[ |
matka Zena Muz

1

Vztah k jednoznac¢ne uréenému objektu reprezentuje v UML vztah s kardi-
nalitou N:1 (md_matku).
Vztah k jednoznacne urcenej hodnote reprezentuje v UML atribut (vyska).

Vztahy s jednoznacne uréenymi objektmi — predikat a axiémy
Takéto vztahy moZeme popisat predikdtom a formulou pre existenciu
a jednoznacnost:

« Vztah medzi dietatom a matkou mdzeme vyjadrit napriklad predika-
tom ma_matku s vlastnostami existencie a jednoznacnosti:

Vx dy ma_matku(x, y)
Vx Yy, Vy, ((ma_matku(x, y1) A ma_matku(x, y,)) = y1 = y5)

alebo stru¢nejsie:

Vx Jy(ma_matku(x, y) A Vy;(ma_matku(x,y1) = y; =))

« Podobne sudet dvoch ¢isel (ak v§etko v doméne su ¢isla):
Vx Vy 3z(sucet(x, y, z) A Vzy (sucet(x,y,z1) — 21 = 2))

Vztahy s jednoznacne uréenymi objektmi — pouzitie
Pouzitie v zlozitej$ich formuléach nie je veI'mi pohodlné:
» Bonifdacova mama je vedkyria.
Vx(ma_matku(Bonifac, x) — vedec(x))
alebo
Ax(ma_matku(Bonifac, x) A vedec(x))

Vyrok hovori o konkrétnych objektoch (Bonifac a jeho mama), ale vo
formule musime pouzit kvantifikatory.
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« Mama Kldrkinej mamy md Bobyho.

Vy Vz((ma_matku(Klarka, y) A ma_matku(y,z)) = méa(z, Boby))

o« Ak x deliy a z, deli aj ich sticet.
Vx Vy Vz Vu((deli(x, y) A deli(x, 2) A sucet(y, z,u)) — deli(x, u))

Funkcie a funkéné symboly

Binarne relacie, ktoré st vSade definované a jednoznacné sa nazyvaju...
zobrazenia alebo funkcie.

Ked f je funkcia a (x,y) € f, y sa nazyva hodnota funkcie f pre x a na-
miesto y piseme f(x).

Relaciam zodpovedaju v logike prvého raddu predikatové symboly. Dalo
by sa zadefinovat, ako sa predikaty mézu pouzivat ako funkcie, ale bolo by
to komplikované.

Namiesto toho jazyky logiky prvého raddu mo6Zu obsahovat mimologické
symboly urcené $pecidlne na oznacovanie funkcii — funkcné symboly.

Termy s funkénymi symbolmi

Vo formul4ch sa ani predikatové ani funkéné symboly nedaju pouzit samé
o sebe — potrebuju argumenty.

Funkény symbol v jazyku mé pevne dany pocet argumentov — aritu (rov-
nako ako predikatové symboly).

Postupnost symbolov

funkény_symbol(termy, ..., term,))

oznacuje objekt — hodnotu funkcie, ktora oznacuje funkény_symbol, pre n-

ticu objektov, ktoré oznacuju termy, ..., term,. Je to teda term, nie formula.
Funkéné symboly sa teda lisia od predikatovych, pretoZe predikdtovy_symbol(term,, ..., term,,)
je formula a jej vyznamom je pravdivostnd hodnota, nie objekt.

Funkény symbol namiesto predikatového v atémoch

Napriklad predikat ma_matku? moZeme nahradit funkénym symbolom
matka?.

Term matka(Klarka) potom oznacuje objekt — Klarkinu mamu.
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Vyrok Klarkina mama je Magda namiesto predikatového atdmu ma_matku(Klarka,
vyjadrime rovnostnym atomom matka(Klarka) = Magda.

Vyrok Bonifdcova mama je vedkyria namiesto Vx(ma_matku(Bonifac, x) —
vedec(x)) vyjadrime atbmom vedec(matka(Bonifac)). Ekvivalentne, ale zbyto¢ne
nepohodlne: Vx(matka(Bonifac) = x — vedec(x)) Ix(matka(Bonifac) = x A vedec(x))

Podobne, ked' sti¢et® nahradime funkénym symbolom +2:

sucet(2,3,5) w +(2,3)=5
Vx(sucet(7,3,x) — deli(5,x)) ~  deli(5,+(7,3))

Pouzitie termov s funkénymi symbolmi
Term s funkénym symbolom moéZeme pouZit vSade, kde sme pouZivali
doterajsie termy (individuové konstanty a premenné):
« ako argument predikatu alebo rovnosti vo formule:
- Vx rodi¢(matka(x), x) — Kazdého mama je jeho rodicom;

- Vx-—matka(x) = x — Nikto nie je sdm sebe mamou;

« ako argument funkéného symbolu:

- matka(matka(Bonifac)) — term oznacujuci mamu Bonifdcovej mamy
(Bonifacovu start mamu z maminej strany);

- ma(matka(matka(Klarka)), Boby) — atém formalizujuci vyrok Kldar-
kina stard mama z maminej strany ma Bobyho;

- dx -~ >(vyska(matka(x)), vyska(x)) — Nie¢ia mama nie je vyssia ako
on/ona;

- Vx Vy Vz((deli(x, y) Adeli(x,z)) — deli(x, +(y, z))) — Delitel s¢itan-
cov deli aj ich sticet.

Infixova notacia

Dohoda 10.1. Atémy s bindrnymi predikdatovymi symbolmi a termy s bindr-
nymi funkénymi symbolmi, ktoré sa skladaju z neabecednych znakov, mo-
Zeme skratene zapisovat infixovo. Teda
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« Pre kazdy neabecedny binarny predikdtovy symbol ¢> mdzeme atém
o(t;,t,) skratit na t; o t, (bez zatvoriek).

« Pre kazdy neabecedny funkcny symbol o> mozeme term o(ty, t,) skré-
tit na (¢; o t,) (so zatvorkami).

Posledné dva priklady sa sprehl'adnia:

» dx-vyska(matka(x)) > vyska(x) — Niedia mama nie je vysSia ako
on/ona.

« YxVyVz((x | y Ax | 2) = x | (y +2)) — Delitel sc¢itancov deli aj ich
sucet.

Zamyslany definicny obor a obor hodnét funkénych symbolov
Niektoré termy s funkénymi symbolmi mdzeme vytvorit:
vyska(vyska(Jurko)), matka(vyska(Klarka)),

ale nemusia davat intuitivny zmysel.
Zamyslany defini¢ny obor a obor hodnot funkcie oznacenej funkénym
symbolom mdZeme vyjadrit formulami:

Vx(¢lovek(x) — (&lovek(matka(x)) A Zena(matka(x))))
Vx(&lovek(x) — dizka(vyska(x)))

Nic to ale nezmeni na tom, Ze funkcia je definovand na celej doméne.

Funkéné symboly — zhrnutie
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Funkény symbol Predikatovy symbol

aplikacia na

argumenty matka(t) rodi¢(t, t,)
syntakticky .
typ aplikacie term atom
vyznam objekt pravdivostnd hodnota
aplikacie (matka t) (vyroku t, je rodicom t,)
. matka(t) existuje t, nemusi existovat
podmienky . . I S N ‘s
L.... ajejednoznalne urend ani byt jednoznacne uréena
pouzitia “ 1z 514
pre kazdé ¢ pre kazdé ¢,
retazenie

aplikacii matka(matka(t)) (rodié(t,, £,) A rodic(f, t))

10.2 Syntax logiky prvého radu

Definicia syntaxe logiky prvého radu

Ked do definicii doterajsej relacnej logiky prvého radu zahrnieme funkéné
symboly, dostaneme kone¢ne (Uplnu) logiku prvého rddu.

Musime:

« pridat funkéné symboly medzi symboly jazyka,
« rozSirit termy o aplikacie funkénych symbolov a vnaranie.
Atomické formuly a formuly zadefinujeme zdanlivo rovnako ako doteraz,
ale vyuzitim novych termov.
Symboly jazyka logiky prvého radu
Definicia 10.2. Symbolmi jazyka logiky prvého radu £ su:
individuové premenné z nejakej nekonecnej spocitatelnej mnoZiny V.;

mimologické symboly:
individuové konstanty z nejakej spocitatelnej mnoziny C,
funkcné symboly z nejakej spocitatelnej mnoZiny ¥ .,

predikdtové symboly z nejakej spocit. mnoZiny P ;
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logické symboly: logické spojky — unarna - a binarne A, vV a —, symbol rov-
nosti = a kvantifikatory — existencny 3 a vSeobecny v,

pomocné symboly: (,) a, (Iava zatvorka, prava zatvorka a ¢iarka).

Mnoziny V., Cz, F, P, su vzdjomne disjunktné. Logické ani pomocné
symboly sa nevyskytuju v symbolochz V., C., F., P;.
Kazdému symbolu s € P U F je priradend arita ar(s) € N*.

Oznacovanie symbolov jazyka logiky prvého radu

Dohoda 10.3. Ked budeme hovorit o l'ubovol'nych symboloch jazyka £, bu-
deme ich zvyc¢ajne oznacovat nasledovnymi meta premennymi podla po-
treby s dolnymi indexmi: individuové premenné budeme oznacovat ma-
lymi pismenami z konca abecedy (x, y, z); individuové konstanty malymi
pismenami zo zaciatku abecedy (a, b, c, d, e); funkéné symboly pismenami
f, g, h; predikatové symboly pismenami P, Q, R.

Aritu budeme niekedy pisat ako horny index symbolov, konkrétnych aj
oznadenych meta premennymi: pes?, <2, P>, matka®, f2.

Termy jazyka logiky prvého radu
KedZe argumentmi funk&nych symbolov st termy, ktoré mozu tiezZ obsa-
hovat funk¢né symboly, musime termy zadefinovat induktivne.

Definicia 10.4. MnoZina J ; termov jazyka logiky prvého radu £ je naj-
mensSia mnozina postupnosti symbolov jazyka £, pre ktoru plati:

i. kazda individuova premenna x € V, patri do T, (teda V, C 7,);
ii. kazda individuova konstanta c € C, patrido T, (tedaC, C 7,);

iii. ak f je funkény symbol s aritou n a t4, ..., t, patria do I, tak aj po-
stupnost symbolov f(¢, ..., t,) patrido T .

Kazdy prvok J je term jazyka £ a ni¢ iné nie je termom jazyka L.

Dohoda 10.5. Termy oznacujeme pismenami ¢, s, s pripadnymi dolnymi
indexmi.
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Priklad 10.6. Nech G, = {Jurko, Iveta}, V, = {u,v,X,y,Z,Uq,Vq, X1, Y1, .}, F o = {matka?, vyska'}.
Podlai. a ii. bodu definicie st termami: Jurko, lveta, u, v, x, ...
Podla iii. bodu definicie su termami:

matka(Jurko), matka(lveta), matka(u), matka(v), ...

vyska(Jurko), vyska(lveta), vyska(u), vyska(v), ...

matka(matka(Jurko)), matka(vyska(Jurko)),

vyska(matka(Jurko)), vyska(vyska(Jurko)),...,

matka(matka(matka(x))), ...

Atomické formuly jazyka logiky prvého radu
Definicia 10.7 (Atomické formuly). Nech £ je jazyk logiky prvého radu.

Rovnostny atom jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = t,,kde t; at,
su termy jazyka L.

Predikdtovy atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(¢y, ..., t,), kde
P je predikatovy symbol s aritoun a ¢y, ..., t, su termy jazyka £.

Atomickymi formulami (skratene atémami) jazyka £ sihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka £. Mnozinu vSetkych
atémov jazyka £ oznacujeme A .

Znenie tejto definicie sa takmer nezmenilo, ale zmenili sa pojmy term a jazyk, ktoré sa
v nej pouzivaju. Definuje preto iné postupnosti symbolov ako doteraz.
Formuly jazyka logiky prvého radu

Definicia 10.8. Mnozina & vSetkych formiil jazyka logiky prvého radu £
je najmensia mnozina postupnosti symbolov jazyka £, ktor4 spitia vietky
nasledujuce podmienky:

i. Kazdy atém z A patri do & . Inak povedané, A, C &,.

ii. Ak A patrido &, tak aj postupnost symbolov —A patri do £ anazyvame
ju negdcia formuly A.

iii. Ak AaBsuvE,,takajpostupnosti symbolov(AAB),(AVB)a(A — B)
patria do £, a nazyvame ich postupne konjunkcia, disjunkcia a implikdcia formul
AaB.
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iv. Ak x je individuova premennad a A patri do &, tak aj postupnosti sym-
bolov 3x A a Vx A patria do £ anazyvame ich postupne existenénd a vseobecnd
kvantifikdcia formuly A vzhladom na x.

Kazdy prvok A mnoZiny € nazyvame formulou jazyka £.

Skracovanie zapisu formul

Dohoda 10.9. Zapis formul moZeme skracovat nasledujucim spésobom:
» Negaciu rovnostného atému — s = ¢ skratene zapisujeme s # t.
o Ak o € {A, V}, tak ((A o B) o C) modzeme skratit na (A o Bo C).

« Binarnym spojkam priradime prioritu: najvyssiu prioritu ma A, stredni v,
najnizsiu —.
Ak spojka o ma vysSiu prioritu ako o, tak v kaZzdej formule m6Zeme
podformulu ((A o B) ¢ X) skratit na (A o B ¢ X) a podformulu (X ¢
(A o B)) skratit na (X ¢ A o B).

« Vonkajsi par zatvoriek okolo celej formuly moZeme vzdy vynechat,
napr. (Vx(a = x Vv P(x)) — P(b)) skratime na Vx(a = x V P(x)) —
P(b).

. Neodstraniujeme (ale ani nepriddvame) zatvorky okolo priamych
podformul negacie a kvantifikatorov, ani okolo implikacie vnorene;j
v implikacii.

Skracovanie zapisu formdl

Priklad 10.10. Formulu

(3x ¥¥(SCIA(P() = ((Z(x, YVR(x, p)IVQGD)) = Yx((UOAV (X)) — Q()))
moZeme maximalne skratit na

3x Vy(SCOA(P(Y) = =Z(x, »)VR(x, »)VQ(Y))) = Vx(U()AV(x) = Q(x)).
Skrateny zapis

P(a,x) A(x =bV P(x,b) VR(x)) - P(f(a),x) Vb= f(x)AP(a,b)
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vznikol z formuly
((P(a, )A((x = bVP(x, b)) VR(x))) = (P(f(a), x)V(b = f(x)AP(a,b))).

10.3 Sémantika logiky prvého radu

Struktury
Rozsirme Strukturu tak, aby davala vyznam aj funkénym symbolom:

Definicia 10.11. Nech £ je jazyk logiky prvého radu. Struktiirou pre ja-
zyk £ nazyvame kazdu dvojicu M = (D, i), kde

doména D Struktiry M je l'ubovolnd neprdzdna mnoZina;

interpretacnad funkcia i Struktary M je zobrazenie, ktoré

+ kazdej individuovej konStante c jazyka £ priraduje prvoki(c) €
D;

o kazdému funkénému symbolu f jazyka £ s aritou n priraduje
Sfunkciui(f): D" - D;

» kaZzdému predikatovému symbolu P jazyka £ s aritou n prira-
duje mnozinu i(P) C D".

Struktary — priklad

Priklad 10.12. N4jdime $truktaru pre jazyk £,vktorom V, = {X,y,Z,X1, Y1, ---},
C, = {Klarka, Jurko}, ¥, = {matkal}, P, = {rodi¢?, zenal}.

RieSenie. Strukturou pre tento jazyk moze byt napriklad M = (D, i), kde
D = {By, by, b, X1, 81, O,
i(Klarka) = #g, i(Jurko) = ¥;
i(matka) = {(#, iM), (X5, iM)’ (iMa il), (ila 6), (ira 6)’ (©. 6)}
i(Zena) = {By, by, b, O}
i(rodi¢) = {(By, #x)> (Byr, W), (B, W), (B, By}

Vsimnite si, Ze i(matka) je skuto¢ne funkcia na celej doméne.
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Ohodnotenie premennych
Zmena definicie $truktiry neovplyviiuje ohodnotenia premennych.

Definicia 10.13. Nech M = (D, i) je Struktura pre jazyk £. Ohodnotenie in-
dividuovych premennych je Iubovolna funkcia e : vV, — D (priraduje pre-
mennym prvky domény).

Nech dalej v je individuova premennd z £ a v je prvok D. Zapis e(x/v)
oznacuje ohodnotenie e’ individuovych premennych, pre ktoré plati:

o /(x)=u;

« ¢(y) = e(y), ak y je ind premennd ako x.

Hodnota termu
Termy s funkénymi symbolmi m6Zu byt vnorené, vyhodnocujeme ich re-
kurzivne:

Definicia 10.14. Nech M = (D, i) je Struktura pre jazyk logiky prvého
rddu £, nech e je ohodnotenie premennych. Hodnotou termu t v Struk-
tire M pri ohodnoteni premennych e je prvok z D oznacovany t*[e] a zade-
finovany induktivne pre vetky premenné x, konstanty a, kazdt aritu n, vietky funkéné
symboly f s aritou n, a vetky termy t,, ..., t, nasledovne:

xMe] = e(x),
ale] = i(a),

(fltrsert)) Te] = i) e, .., E27[e]).

Hodnoty termov

Priklad 10.15. V §trukttre M = ({bg, ¥}, by, by, 1, ©}, 1), i(Klarka) =
iK’ i(JUrkO) = *Ja l(matka) = {(iK’ iM)a (ﬁ]a iM)’ (iMa iI)a (iIa 6)5 (iT9 6)’
(©,©)} pri ohodnoteni e = {x — W,y — By, ...} tieto termy: Klarka, x,
matka(Klarka), matka(y), matka(matka(Jurko)).
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Riesenie. Pripometnime si podstatné Casti Struktury z prikladu 10.12:
KIérkaM[e] = i(Klarka) = #g
xM[e] = e(0) =W,

(matka(KIérka))M[e] = i(matka)(KIérkaM[e])
= i(matka)(b) = by

(matka(y))M[e] = i(matka)(y"[e]) = i(matka)(e(y))
= i(matka)(#y) = #

(matka(matka(Jurko)))M[e] = i(matka)(i(matka)(i(Jurko))) = #;

Splnenie formuly v strukture

Definicia 10.16. Nech M = (D, i) je Struktura pre £, e je ohodnotenie
premennych. Reldcia $truktiira M spliia formulu X pri ohodnoteni e (skra-
tene M E X[e]) ma nasledovnu induktivnu definiciu:

o« MFEt; =t,[e]vtt t{"[[e] = t;”[e],

M E P(ty, ..., ty)le] vit (1) [e], ..., 5} [e]) € i(P),

o« M E-Ale] vit M K Ale],

M E (A AB)[e] vit M E Ale] a zarovent M F Ble],

M E (AV B)[e] vit M E Ale] alebo M E Ble],

e M E (A — B)le] vtt M E Ale] alebo M k Ble],

« M F 3x Ale] vtt pre nejaky prvok m € D mame M F Ale(x/m)],
o M E Vx Ale] vtt pre kazdy prvok m € D mame M E Ale(x/m)],

pre vSetky arity n > 0, vSetky predikatové symboly P s aritou n, vSetky termy
t1, by, ..., ty, vSetky premenné x a vSetky formuly A, B jazyka £.
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Dalsie pojmy
Pojmy:

« pravdivost uzavretej formuly v Strukture,
« pravdivost tedrie v Strukture,

« splnitel'nost,

+ nesplnitelnost,

« platna formula,

 prvoradové vyplyvanie

definujeme analogicky ako v rela¢nej logike prvého radu.

Pravdivost formul v struktuire

Priklad 10.17 (Pravdivost formul v §truktdre). V §truktare M = ({#y;, by, bx, ¥;, ¥, ©
kde

i(Klarka) = #g, i(Jurko) = ¥;
l(matka) = {(iK’ iM)? (WJ’ iM)i (iM9 il)’ (il’ e)’ (iT’ 6)1 (65 6)}
i(Zzena) = {iM,iI,iK,G}
l(l’OdIé) = {(iM’ iK)’ (iMa YJ)’ (iTa ?J)’ (il’ iM)}
méame napriklad
M E Vx zena(matka(x))
M E VxVy(Zena(x) A rodié¢(x,y) — matka(y) = x)
ale

M ¥ Vxrodi¢(matka(x), x)
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11 Tabla pre logiku prvého radu

Jednotny zapis oznacenych formil — ax a

Definicia (Jednotny zapis oznac¢enych formul typu o)
Oznacend formula je typu o vtt ma jeden a a; o

Z tvarov v lavom stiPci tabulky pre nvejgké T(AAB) TA TB
fqrmuly AaB. Taketoqurmully oznacujeme F(AVB) FA FB
pismenom o; & 0znacuje ;,)rlslvuslnu formulu F(A—B) TA EB
Z0 stre,dneh(’) stlpca a a, prislu$nu formulu T-A FA FA
z pravého stlpca. F oA TA TA

Definicia (Jednotny zapis oznacenych formaul typu f3)
Oznacend formula je typu § vtt ma jeden B B B2

Z tvarov v lavom sth01 tabulky pre nvejgke F(AAB) FA FB
formuly A a B. Takéto formuly oznacujeme

; e T(AvB) TA TB
pismenom f; 8; oznacuje prislusna formulu T(A—B) FA TB
zo stredného stipca a 8, prislusnt formulu
z pravého stipca.

Jednotny zapis oznacenych formil —y a é

Definicia (Jednotny zapis oznacenych formaul typu y)
Oznacend formula je typu y vtt ma jeden y(x)  7i(t)

z tvarovvlav.om‘ s‘,[lpm ta’tbulky pre flejaku , FIxA FA{x — (}
formulu A a individuovt premennt x. Takéto

. . i s TVxA TA{x - t}
formuly oznacujeme y(x) a pre Iubovolny
term ¢ substituovatelny za x v A prislu§na
formulu z pravého stipca oznacujeme y, (¢).

Definicia (Jednotny zapis oznac¢enych formul typu J)
Oznacend formula je fypu 6 vtt ma jeden 5(x) 5,(y)

Z tvarov v lav.om. S',ElpCI terlbulky pre Tlejaku , TIxA TAlx o y}
formulu A a individuova premennu x. Takéto

.. ) o FVxA FA{x~ y}
formuly oznacujeme &(x) a pre l'ubovolnu
premennu y substituovatelnud za x v A prislusna
formulu z pravého stipca oznacujeme &,(y).
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11.1 Vlastnosti rovnosti

Rovnost
Pravidla pre « a § formuly

a a B

o s B ‘ B>

umoznuju pracovat s logickymi spojkami.
Pravidla pre y a § formuly

y(x) 6(x)
i) 5:1(»)

umoziuju pracovat s kvantifikatormi.
V jazyku je eSte jeden logicky symbol — rovnost (=).
Ziadne pravidlo s fiou zatial nepracuje.
Co potrebujeme, aby rovnost mala otakévané vlastnosti?

Axiomatizacia rovnosti
Rovnost by sme mohli popisat teériou — axiomatizovat ju.
Rovnost je reflexivna, symetrick4 a tranzitivna:

Vxx=x VxVy(x =y > y=x)
VxVyVz(x =yAy=z > x=2)

NavySe mé vlastnost kongruencie: Pre kazdy par rovnajucich sa k-tic argu-
mentov je hodnota kazdého funk&ného symbolu f¥ je rovnaka:

VX Yy Y V(6 =y A A = 9 =
f(xl’ e ’xk) = f(yl’ e ,Yk))

akazdy predikatovy symbol P¥ je na oboch k-ticiach splneny alebo na oboch
nesplneny:

VX Yy Y V(6 = A A =y =
(P(x15 .- ,Xk) « P(y17 e ’yk)))
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Doékazy s axiomatizovanou rovnostou
Skusme nieco dokazat:

1. TmU)=M s+
2. Tpd(m(J),0) =K St
3. Fpd(M,0) =K St
4. TVx Vy, Vx, VYz(X1 =y AXy =Y, = pd(xg, X)) = Pd(YpYz)) Kong
5. T VyVx, VYz(m(J) =y1 AXy =y, = pd(m(J), x;) = pd(yy, Yz)) yHx, > m(J)}
6. T VX, Vy2(m(J) =MAX, =y, = pd(m(J), x,) = pd(M, Yz)) y5{y, = M}
7. T Vy,(mJ) =M A O =y, —» pd(m(J),0) = pd(M,y,)) y6{x, — O}
S. T mJ) =M AO =0 - pd(m(J),0) =pd(M,0) yZy, — O}
9. FmJ)=MAO=0 g8 13. Tpd(m{J),0) = pd(M,0) 8

10. FO=O NCS9, 1 .

11. TVxx=x Refl

12. TO=0O y11{x — O}

% 10,12

Axiomy ci pravidla?

Doteraz sme mali dokazovaci systém s mnohymi odvodzovacimi pravid-
lami (a, S, ...) a ziadnymi axidmami. Po pridani axiém pre rovnost mame
systém, kde su aj pravidld, aj axiémy. N4S dokazovaci systém je korektny aj
uplny. Nie je vSak jediny taky.

Alternativny dokazovaci systém pre vyrokovu logiku (Hilbert):

+ Jediné pravidlo: modus ponens.

+ Axiémy (A, B, C su formuly): A - (B > A)(A - (B —» C)) —
(A->B)—»(A—->C)(B—A)—> (A—-B)

Korektnych aj aplnych dokazovacich systémov mdzZeme navrhnut hoci-
kol'ko. Z hl'adiska logickych vlastnosti budu ,,ekvivalentné*, mézu sa v§ak
v praxi liSit vypoctovymi vlastnostami a (ne)intuitivnostou.

11.2 Tablové pravidla pre rovnost

Leibnitzovo pravidlo
Dokazy s axiomami rovnosti su pracne aj v jednoduchych pripadoch.
Kongruencia sa v§ak d4 induktivne zovSeobecnit na l'ubovolné formuly —
Leibnitzovo pravidlo: V kazdej formule mdzeme nahradit rovné rovnym.
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.Tm() =M S+

. Tpd(m(J),0) =K S*

. Fpd(M,0)=K S*

. Tpd(M,0) =K  Leibnitzl,2
* 3,4

B W=

Ale naozaj?
1. Tm(J) =x St
2. Taxpd(m(J),x) =K St
3. Taxpd(x,x) =K Leibnitz?1,2 @
znova konflikt s viazanou premennou

Leibnitzovo pravidlo presne
Leibnitzovo pravidlo: V kazdej formule m6Zeme nahradit rovné rovnym.

« Coznamena ,nahradit“?
+ Kedy m6Zeme nahradzat bez ohrozenia vyplyvania?

Substitucia {x — t} nahrddza premennu termom.

Pomocou substituovatelnosti sme vylucili pripady, ked by substitacia od-
vodila nespravne ,,dosledky*.

Leibnitzovo pravidlo potrebuje nahradit jeden term ¢; druhym ¢,. Dd sa to
popisat substiticiami? Potom by sme mozno nepotrebovali §pecidlne pod-
mienky pre korektnost Leibnitzovho pravidla.

Leibnitzovo pravidlo presne
Podl'arovnosti m(J) = M chceme nahradit term ¢t; = m(J) termom ¢, = M
v oznacenej formule:

AT =T3axpdim(J),x) =K
1. Predstavime si, Ze na mieste nahrddzaného termu je nova premenna g:
AT =T3Ixpd(qg,x) =K
2. Povodnd formula AI’ vznikne z A" substittciou ¢, za g:

AT =T3axpdim(J),x) =K
= A*{q » m(J)}
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3. Nova formula A; vznikne z A" substituciou t, za g:
+ _
AT = A*{q » M}
=T3Ixpd(M,x) =K

Leibnitzovo pravidlo pomocou substittcii
Vyjadrenie Leibnitzovho pravidla pomocou substitucii:

Tt =t,
At{g e 11}
A*{g e 1}

pre vSetky termy t; a t,, oznalené formuly A* a premenné g také, ze t, a t,
su substituovatelné za q v A*.

Preco kladieme podmienku aj na t;? Ak by sa t; nachddzal v A™ na mieste,
kde by niektora jeho premenna mala viazany vyskyt, jeho nahradenim by
sme mohli zmenit vyznam formuly.

Leibnitzovo pravidlo — obmedzenia
Automaticky dostdvame rozumné obmedzenia:
Nemozeme nahradit term ¢; = m(J) termom ¢, = x vo formule:

Al =T3x pdim(J), x) =K
= A*{q ~» m())}
At =T3xpd(q, x) =K

lebo x nie je substituovatelnd za q v A* (x je viazana v mieste volného
vyskytu q).

Vlastnosti rovnosti a Leibnitzovo pravidlo

Leibnitzovym pravidlom odvodime kongruenciu, nie vSak reflexivitu. Po
pridani pravidla pre reflexivitu odvodime aj symetriu a tranzitivitu.

Tty =1
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Symetriu potom odvodime postupnostou krokov:

LTt =t
2. Tt =14 reflexivita Tg=t{g~ t;}
3.Tt, =14 Leibnitz 1 a 2 Tg=t{g~ t5}

Tranzitivitu odvodime:

1. Ttlitz Ttliq{ql—)tz}
2. Tty = t,
3.TH =1, Leibnitz 2a 1 Tt =q{g~ t3}

11.3 Tabla pre logiku prvého radu
Tablové pravidla pre logiku prvého radu

Definicia 11.1. Tablovymi pravidlami pre logiku prvého radu su:

e B
a1 as Bi | B>
y(x) 8(x)
71(0) 6:(y)

Ttl = tz A+{x = tl}
Tto = to A+{x = tz}

pre vSetky ozn. formuly «, 3, y(x), 8(x) prislusnych typov a v§etky im zod-
povedajuce «;, oy, B, B, ¥1(t) a 8;(y), vSetky termy t,, vSetky ozn. for-
muly A%, v8etky termy ¢, a t, substituovatelné za x do prislusnej A*.

Tablo pre mnozZinu oznacenych formdl

Definicia 11.2. Analytické tablo pre mnozinu oznacenych formul St (skra-
tene tablo pre ST) je bindrny strom, ktorého vrcholy obsahuji oznacené for-
muly a je skon§truovany induktivne podla nasledovnych pravidiel:
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« Strom s jedinym vrcholom (koretiom) obsahujucim niektord ozna-
¢enu formulu A* z St je tablom pre S*.

+ Nech 7 je tablo pre S* a ¢ je nejaky jeho list. Potom tablom pre S* je
aj kazdé priame rogsirenie J ktorymkolvek z pravidiel:

S*: Ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujuci lubovolntu
oznacend formulu A* € S*.
a: Ak sa na vetve 7, (ceste z koreria do ¢') vyskytuje nejakd ozna-
¢end formula «, tak ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol
obsahujtci a, alebo a,.

B: Aksanavetve 7, vyskytuje nejakd oznacend formula 3, tak ako
deti ¢ pripojime dva nové vrcholy, pricom lavé dieta bude obsa-
hovat 3, a pravé (3,.

Tablo pre mnoZinu oznacenych formul

Definicia 11.2 (pokracovanie).

y: Ak sa na vetve 7, vyskytuje nejakd oznacend formula y(x), tak
ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujaci y,(t) pre
l'ubovol'ny term ¢ substituovatelny za x v y,(x).

d: Ak sa na vetve 7, vyskytuje nejakd oznacena formula 8(x), tak
ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujuci §,(y) pre
Iubovolnu premennu y, ktord je substitovatelnd za x v §,(x)
a nemd vol'ny vyskyt v Ziadnej formule na vetve 7.

L: Ak sa na vetve 7, vyskytuje Tt; = t, pre nejaké termy ¢; a ¢,
a oznatena formula A*{x — t;} pre nejaku A", v ktorej st t;
a t, substituovatel'né za x, tak ako jediné dieta ¢ pripojime novy
vrchol obsahujuci AT{x — t,}.

R: Ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujuci oznacenu
formulu T ¢ = ¢ pre I'ubovolny term ¢.
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Korektnost prvoradovych tabiel

Veta 11.3 (Korektnost tablového kalkulu). Nech S*je mnozina oznacenych
formiull. Ak existuje uzavreté tablo T pre S¥, tak je mnoZina S nesplnitel'nd.

Akje mnozina St splniteln4, kazdé tablo pre St ma otvorenti vetvu.[2mm]
Pri prvorddovom table v§ak nemozno hovorit o tplnosti otvorenej vetvy
(pravidla ¥, 8, L, R umoziiuju pridat nekonecne vel'a formul).

Preco vyZadujeme neprazdnu doménu?

Uvazujme v table formulu T3x x = x. MoZno na 1iu aplikovat pravidlo
8, dostaneme Tu = u. Ak je doména vZdy neprazdna, tito formula je spl-
nend v l'ubovolnej Struktare pri ohodnoteni e = {u — d}, kde d je l'ub. pr-
vok domény. Ak v§ak doména mdze byt prazdna, formula splnena niekedy
nebude: v Struktarach s praizdnou doménou nevieme zmysluplne hovorit
o ziadnom ohodnoteni premennych. To spochybriuje pravidlo § — sotva je
legitimne ho pouzit, ak nemoZno ohodnotit novu volnu premennu, ktort
pridava do tabla.

Problém tieZ nastane pri formule Vx P(x) — 3x P(x). Tato formula je
dokazatelna v mnohych beznych dokazovacich systémoch, ale nebola by
splnend v §trukttrach s prdzdnou doménou, teda ani platna. Tieto dokazo-
vacie systémy by sme tak museli komplikovane upravovat.

12 Vlastnosti kvantifikatorov

Zoslabenie vseobecného kvantifikatora a premenovanie premennych

Tvrdenie 12.1. Pre kazdu formulu A a vsetky premenné x a 'y také, Ze y je
substituovatelnd za x v A mdme:

i. V xXAEFE3dIxA
ii. Vx AEVYyA{x — y}
iii. AxAE3JyA{x— y}

iv. VxAE 3y A{x — y}
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v. EVy(VxA - A{x > y})
vi. E3Ay(A{x — y} - VxA)
vii. 23dy A{x > y}EVY(IxA - A{x — y})

Prvoradovo ekvivalentné formuly

Definicia 12.2. Formuly X a Y st prvorddovo ekvivalentné, skratene X <
Y, vtt pre kazdu Struktiru M a kazdé ohodnotenie e mame M F X|[e] vtt
M E Y]e].

Tvrdenie 12.3. Nech X aY sui formuly a nech free(X)ufree(Y) = {x;, ..., X,,}.
Nasledujuce tvrdenia st ekvivalentné:

a) XY,
b) formulaVx, ---Vx,(X « Y) je platnd;

¢) existuje uzavreté tablo pre {F(X < Y)}.

De Morganove a distributivne zakony pre kvantifikatory

Tvrdenie 12.4. Pre kazdu formulu A a kazdu premennii x mdme:
i. "VxA < dx A,
ii. "3Ix A © Vx-A

Tvrdenie 12.5. Prevsetky formuly A a B a kazdu premennii x mame:
i. 3x(AvB)©e (AIxAvV IxB)

ii. Vx(AAB) < (VxAAVXxB)
iii. 3Ix(AAB)E (3xAA3JxB)
ivv. YxAVVYxB)EVx(AVB)

Obratené vyplyvania k iii. a iv. neplatia!

Specialne distributivne zikony

Tvrdenie 12.6. Pre kaZdu formulu A, kaZdu premennit x a pre kazdu for-
mulu C, v ktorej sa x nevyskytuje volnd:
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il.

.

iv.

Ax(AvC)s IxAvC
Vx(AVC)e VxAvVC
Vx(AANC) = VxAAC
Ax(AAC) s IXAANC

IxCesC

Vi.

Vii.

Viii.
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Ix(A > C) & (Vx A > C)
Vx(A - C) & (Ax A - C)
Vx(C = A) & (C - Vx A)
Ix(C > A) & (C - Ix A)

VxC&C



10. prednaska
Korektnost prvoradovych tabiel.
Explicitné definicie. Unifikacia

13 Korektnost tablového kalkulu
pre logiku prvého radu

13.1 Vlastnosti ohodnoteni a substitticie

Volné premenné a hodnota termu, splnenie formuly, tedrie

Tvrdenie 13.1. Nech M je Struktura pre £, nech e; a e, sti ohodnotenia, nech
t je term, A je formula a S je mnogina formul jazyka L.

» Ak sa ohodnotenia e, a e, zhodujii na (vol'nych) premennych termu t
(teda e;(x) = ey(x) pre kazdu x € free(t)), tak t"[e;] = t"[e,].

» Ak sa ohodnotenia e, a e, zhodujit na vol'nych premennych formuly X,
tak M E Aley | vit M E Ale,].

+ Ak sa ohodnotenia e; a e, zhoduju na volnych premennych vsetkych
formul z S, tak M E S[e;] vit M E S[e,].

Substittcia a hodnota termu
Ako suvisi hodnota termu po substitacii s hodnotou termu, do ktorého sa
substituuje?

Priklad 13.2. Zoberme Struktaru M = (D, i), kde

D = {1’ 2, 3’4, 5},
i(c) =3, i(d) =4
if={1»2,2-53~1,4-1, 55}

234



Neche ={x+— 3, y — 4}.

((FONx = () })M[e] = (F(f(y)))[e]
i(O(i(HOE)) = i(HA) =2
(FO™[e(x/ D]

= (FO))e(x /(f(y))[eD]

Substitticia vs. hodnota termu a splnenie formuly

Hodnota termu to/splnenie formuly Ao po substituciic = {x; — t,...,x, —
t,} pri ohodnoteni e sa rovna hodnote termu ¢/splneniu formuly A pri ohod-
noteni e/, ktoré

« kazdej substituovanej premennej x; priradi hodnotu za riu substitu-
ovaného termu ¢; pri ohodnoteni e,

« ostatnym premennym prirad'uje rovnaké hodnoty ako e.

Tvrdenie 13.3. Nech M je Struktura pre jazyk £, e ohodnotenie ind. premen-
nych a nech o = {x; » ty,..., X, — t,}je substitucia.

« Necht jetermjazyka £.Potom (to)[e] = [e(xl/t le]) - (x, /t)"[e])).
» Nech A je formula jazyka £ a o je aplikovatelnd na A. Potom M E
Acle] vit M F Ale(x, /t)[e]) -+ (x, /6 [eD)].
13.2 Korektnost tabiel
Korektnost tablovych pravidiel

Tvrdenie 13.4. Nech S je mnozina oznacenych formul v jazyku £, nech x
ay su premenné, nech s, t st termy, nech , f3, y, 6 st ozn. formuly prislusného
typu, A je ozn. formula.

o Aka € ST, tak ST je splnitelna vtt ST U {a;, a,} je splnitelnd.

o Ak B € ST, tak ST je splnitelnd vtt ST U {8, } je splnitelnd alebo ST U
{B,} je splnitelna.
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« Aky(x) € ST at je term substituovatelny za x vy,(x), tak S* je splni-
telnd vtt S* U {y,(t)} je splnitelna.

o Ak S(x) € ST, y je substituovatelnd za x v §,(x) a y nemd volny vyskyt
v S*, tak ST je splnitelnd vtt ST U {6,(y)} je splnitelnd.

« ST jesplnitelnd vet ST U {Tt = t} je splnitelnd.

o« Ak{Ts=1t,AT{x — s}} C ST, sat susubstituovatelné za x v A%, tak
St je splnitelnd vtt ST U {AT{x — t}} je splnitelna.

Korektnost tablovych pravidiel — dokaz

Dokaz (¢iastocény, pre pravidlo § v smere =>). Zoberme I'ubovolné S*, x,y ad(x)
spitiajuce predpoklady tvrdenia. Nech S je splniteln4, teda existuje $truk-
tara M = (D, i) a ohodnotenie e také, ze M E S*[e]. Preto aj M E §(x)[e].
Podla tvaru 6(x) mo6Zu nastat nasledujuce dva pripady:

« Ak 8(x) = T3x A pre nejaku formulu A, tak podla def. 8.12 M E
dx Ale] a podla def. 10.16 mame nejakého svedka m € D takého, Ze
M E Ale(x/m)]. Podlatvr. 13.3 potom M E A{x — y}[e(x/m)(y/m)].
Prem. x nie je volnd v A{x — Y}, preto podla tvr. 13.1 M F A{x —
yile(y/m)], teda M F T Afx — ylle(y/m)], teda M F 6,(y)[e(y/m)].

Korektnost tablovych pravidiel — dokaz

Dokaz (Ciastocny, pre pravidlo 8 v smere =, pokracovanie). o AkS(x) =
F Vx A pre nejaku formulu A, tak podla def. 8.12 M ¥ Vx Ale] apodla
def. 10.16 neplati, ze M E Ale(x/m)] pre kazdé m € D. Preto mame
nejaky kontrapriklad m € D taky, ze M ¥ Ale(x/m)]. Podla tvr. 13.3
potom M ¥ A{x — y}[e(x/m)(y/m)]. Prem. x nie je volna v A{x
¥}, preto podla tvr. 13.1 M E A{x — y}[e(y/m)], teda M F F A{x —
yie(y/m)], ¢ize M F 6,(y)[e(y/m)].

Navyse y nie je volna v ziadnej formule z S*, preto M E S*[e(y/m)].

Teda M E (ST U {6,(y)})[e(y/m)]. Preto je ST U {5,(y)} splnitelna. O]
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Korektnost — pravdivost priameho rozsirenia tabla

Vetva sa sprava ako konjunkcia svojich ozna¢enych formul — vSetky mu-
sia byt naraz splnené.

Tablo sa sprava ako disjunkcia vetiev — niektora musi byt splnena.

Definicia 13.5. Nech S*je mnozina oznacenych formul v jazyku £, nech
T je tablo pre S*, nech 7 je vetva tabla 7. Nech M je $truktdra pre £ a e je
ohodnotenie individuovych premennych. Potom:

o Struktiira M spliia vetvu 7 pri e vtt M spiita vietky oznagené formuly
vyskytujuce sa na vetve 7 pri e.

o Struktira M spliia tablo T pri e vtt M spifia niektorti vetvu v table J°
prie.

Pomocné tvrdenia pre korektnost prvoradovych tabiel

Lema 13.6 (K1). Nech S*je mnoZina ozn. formulv jazyku £, nech T je tablo
pre ST. Nech M je Struktiira pre £ a e je ohodnotenie ind. premennych. Ak T
a ST su splnené Struktiurou M pri e, tak aj kazdé priame rozsirenie T a S* st
splnené Struktiurou M pri nejakom ohodnoteni e’.

Definicia 13.7. Nech 7 je tablo pre nejakii mnozinu oznacenych formul.
Tablo 7 je splnitel'né vtt existuje $truktura, ktoréa spifia J° pri nejakom ohod-
noteni individuovych premennych.

Lema 13.8 (K2). Nech S*je mnoZina ozn. formulv jazyku £, nech I je tablo
pre St. Ak ST je splnitel'nd, tak aj T je splnitelné.

Korektnost prvoradovych tabiel

Otvorené a uzavreté vetvy a tabla su definované rovnako ako pri tablach
pre vyrokovu logiku.
Veta 13.9 (Korektnost tablového kalkulu). Nech S*je mnozina oznacenych
formiull. Ak existuje uzavreté tablo T pre S¥, tak je mnoZina St nesplnitel'nd.

Doékaz (sporom). Nech ST je mnozina oznacenych formul. Nech existuje
uzavreté tablo J° pre S*, ale St je splnitelna. Pretoze J je uzavreté, pre
kazdu jeho vetva 7 existuje formula X taka, ze T X a F X sa vyskytuje na 7,
a teda 7 je nesplnitelna. Preto J je nesplnitelné. To je v spore s lemou K2,
podla ktorej je T splnitel'né, pretoze S* je splnitelna. O
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13.3 Dalsie korektné pravidla
PohodInejsie verzie pravidiel y a 6

Tvrdenie 13.10. Nasledujiice pravidla su korektné:

" TVx,..Vx, A Fix;..3x, A
4 TA{x; b t],..., X, > t,} FA{x, — t,...,x, — t,}
5* FVx;..Vx, A T3ax;...3x, A
FA{xl '_)yl""’xn '_)yn} TA{xl '_)yl’---axn'_)yn}
kde A je formula, x4, ..., x,, St premenné, t,, ..., t, Su termy, y,, ..., ¥, St

navzdjom rozne premenné, ktoré sa nevyskytujii vol'né vo vetve, v liste ktorej
je pravidlo pouZité, pricom pre kazdé i € {1, ..., n} je term t; substituovatelny
za x; v A a premennd y; je substituovatelnd za x; v A.

Pravidla pre ekvivalenciu
Tvrdenie 13.11. Nasledujiice pravidld sti korektné:

T(Al > AZ) TAl T(Al > Az) FAl

ESTT ESTF

TA3_i FA3_i
F(A; < A)) TA; F(A; & A,) FA,;
ESFT FA,, ESFF TA,

kde A, a A, su formuly, i € {1, 2}.

VSimnitesi:3—1=2a3-2=1.

14 Explicitné definicie

Pojmy
V mnohych doménach st zaujimavé komplikovanejSie kombindcie z4-
kladnych vlastnosti alebo vztahov:

« x ma spolocného rodica s y, ale x je rozne od y
Az(rodi¢(z, x) A rodic(z,y)) A x =y
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« X je Zivocich, ktory konzumuje iba rastliny
Zivocich(x) A Yy(konzumuje(x, y) — rastlina(y))

Casto sa vyskytujtice kombinécie vztahov a vlastnosti je vyhodné:
« pomenovat

« ajasnevyjadrit vpyznam nového mena pomocou doteraz znamych vlast-
nosti a vztahov,

teda zadefinovat pojem.

Definicie pojmov
Definicia je tvrdenie, ktoré vyjadruje vyznam pojmu.

Explicitnd definicia (najcastejsi druh definicie) je ekvivalencia medzi poj-
mom a opisom jeho vyznamu, v ktorom sa definovany pojem sam
nevyskytuje.

Priklad 14.1. « Objekt x je sirodencom objektu y prave vtedy, ked x nie
jey a x md spolocného rodica s y.
Vx Vy(sdrodenec(x, y) <
(x # v A 3z(rodié(z, x) A rodié(z,y))))

» Objekt x je bylinozravec vtedy a len vtedy, ked' x je Zivocich, ktory kon-
zumuje iba rastliny.
Vx(bylinozravec(x) <
(Zivogich(x) A Vy(konzumuje(x, y) — rastlina(y))))

Explicitna def. a nutna a postacujiica podmienka

VSimnite si:

Definicia pojmu stirodenec vyjadruje nutnii aj postacujiicu podmienku
toho, aby medzi dvoma objektmi bol surodenecky vztah.

— Pre kazdu dvojicu objektov x a y, ktoré oznacime za surodencov, musi
existovat ich spolo¢ny rodi¢ a musia byt navzdjom rozne.
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« Kazdé dva navzajom rézne objekty x a y, ktoré majua spolo¢ného ro-
dic¢a, musia byt surodenci.

Podobne pre iné definicie.

Pouzitie pojmov
Vyuzitim definovaného pojmu

« skracujeme tvrdenia: Skrecky st bylinoZravce.
Vx(8krecok(x) — bylinozravec(x))

+ jednoduchsie definujeme dalSie pojmy:
Objekt x je sestrou objektu y prave vtedy,
ked' x je Zena, ktord je surodencom y.
Vx Vy(sestra(x, y) < (Zena(x) A surodenec(x, y)))

+ potencidlne skracujeme dokazy (napr. ndjdeme spor vyjadreny no-
vym pojmom a nemusime analyzovat cely podstrom zodpovedajuci
rozvinutiu pojmu cez jeho definiciu)

Vyskusajte si 14.1
Zadefinujte pojem teta (chapany ako vztah dvoch I'udi) neformalne (v slo-
vencine) aj formdalne (formulou logiky prvého radu).

RieSenie. Objekt x je tetou y vtedy a len vtedy, ked' x je sestrou rodica y.
VxVy(teta(x, y) « Jz(sestra(x, z) A rodié(z, y)))

Podmienené definicie

Niekedy ma pojem vyznam iba pre niektoré druhy objektov, alebo méa ten
isty pojem ro6zne vyznamy pre rozne druhy objektov.

Vtedy moZeme definicie podmienit druhmi:

« Student absolvuje predmet vit je z neho hodnoteny inou znamkou ako
Fx.
Vx Vy(student(x) A predmet(y) —
(absolvuje(x, y) <
3z(hodnoteny(x, y) = z A zndmka(z) A z # Fx)))
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« Student absolvuje Studijny program vit
absolvuje kazdy jeho povinny predmet.
Vx Vy($tudent(x) A 5t_prog(y) —
(absolvuje(x, y) <
Vz(pov_predmet_prog(z,y) — absolvuje(x, 2))))

Explicitna definicia presne

Definicia 14.2. Nech £ a £; su jazyky logiky prvého radu. Jazyk £, je
rOZS/l’renl’m_]‘aZykaL vtt ,V[/l = V/Q’ GL C ecl, ?L C ?['1’ \rer - fﬁl'

Definicia 14.3. Nech £ je jazyk logiky prvého radu, T je tedria v jazyku £,
a Lp je rozSirenie jazyka o predikatovy symbol P je s aritou n, ktory sa ne-
vyskytuje v £. Teériu v jazyku Lp

T U{¥x; ...Vx,(P(X1, ..., X,) < A)},
kde A je formula, v ktorej sa nevyskytuje P, nazyvame rogsirenim teorie T ex-

plicitnou definiciou Vx; ... Vx,(P(xy, ..., X, ) < A) predikatového symbolu P.

Jednoznacnost interpretacie definovaného predikatu
Vyznam explicitne definovaného predikatu je jednoznacne urceny.

Priklad 14.4. Majme nejaku teériu T vjazyku £ s P, = {rodi¢?}. Roz§irme T
0 X = VxVy(sarodenec(x,y) < (x # y A 3z(rodié(z, x) A rodi&(z, y))))-
Nech M = ({iI, ?.,'J, iK’ iL’ iM! iN, io}, l) je model T, kde

l(l’OdIé) = {(ila iM)’ (iL’ iM)’ (ilﬂ iN), (iO’ iN)’ (iMa iK)a (iM! %J)}

Potom sa M da jednoznacne rozsirit na model T U {X}:
Ml = ({ila r.:J, iK; iL9 iM5 iN’ iO}’ ll)’ ll(rOdié) = l(rOdié),

i(strodenec) = {(By;, #n)> (> Bv)> (B, 1), (81, b))}

Definicia ako dopyt
Explicitne definovany predikat sa sprava ako dopyt alebo pohl'ad nad os-
tatnymi predikatmi.
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Priklad 14.5.

rodic CREATE VIEW surodenec AS sUrodenec

r d SELECT r%:d AS d1, r2.d AS d2 d1 d2
- FROM rodic¢ AS rl -

L JE Y JOIN rodi¢ ASr2ONrl.r =r2.r L SV
. M WHERE r1.d <> r2.d ™ M
.’ ! !N Vx Vy :,K >
'O 'N , @] ’K
. . (surodenec(x, y) <
M K& .
i e (x#£yA
‘M <]

Jz(rodi&(z, x) A rodié(z, y))))

Jednoznacnost defini¢ného rozsirenia

Definicia 14.6. Nech £, je rozsirenie jazyka £,. Nech M; = (Dy,i;) je
Struktura pre £, a M, = (D,, i) je Struktura pre £ ,. Potom M, je rozsirenim
(expangziou) M, vtt D, = D; ai,(s) = i;(s) pre kazdy mimologicky symbol s
jazyka £,.

Tvrdenie 14.7. Nech
o T jeteoriavjazyku L,

« T’ je rozsirenie T explicitnou definiciou predikdtového symbolu.
Potom
« pre kazdy model teérie T existuje prave jedno jeho rozsirenie, ktoré je
modelom teorie T,

o kazdy model teérie T’ je rozSirenim prave jedného modelu teérie T.
Konzervativnost definicného rozsirenia

Konzervativnost spociva v tom, Ze pridavanim nepokazime vyznam exis-
tujucich veci.

Tvrdenie 14.8. Nech T je teéria v jazyku £ a T’ je rozsirenie T explicitnou
definiciou nejakého predikdatového symbolu. Nech X je uzavretd formula ja-
zyka £. Potom T = X vit T' E X.
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Kontextova definicia funkéného symbolu

Nech A(x, y) je formula s volnymi premennymi x, y. Tato formula popi-
suje akysi vztah medzi x a y (a mohli by sme pridat predikat, ktorym tento
vztah pomenujeme). Ak tento vztah je funkcia, t.j.

T B Vx 3y(A(x,y) AV (AX, ¥5) = ¥, =),

moZzeme jazyk rozsirit o novy funkény symbol f! a tedriu T o kontextovii
definiciu funkcie f:

VX Vy(f(x) =y o A(x,y))
Priklady:

« Do jazyka teorie grup priddme unarny funkény symbol ~! oznacujtci
inverzny prvok (v grupe existuje prave jeden).

« Do tedrie popisujucej rodinné vztahy priddme funkény symbol na

oznacenie matky (z tedrie v§ak musi vyplyvat, Ze matka je len jedna).

Kontextova definicia individuovej konstanty

Nech A(y) je formula s volnou premennou y. Tato formula popisuje akusi
vlastnost prvku domény (a mohli by sme pridat predikat, ktorym tato vlast-
nost pomenujeme). Ak je takyto prvok jediny, t.j.

T E 3y(AW) AVY2(ADL) = ¥2 =),

mozeme jazyk roz§irit o novt individuovt konstantu a a tedriu T o kontex-
tovu definiciu konstanty a

Vx(a = x & A(x))

Napr. pre jazyk popisujtci (matematické) polia priddme symboly 0 a 1; do
jazyka teérie mnoZin pridame kons$tantu pre prdzdnu mnozinu.
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Pridavanie mimologickych symbolov

RozSirovanie existujuceho jazyka (resp. teérie) o nové predikaty, kon-
Stanty a funkéné symboly explicitnymi/kontextovymi definiciami nezvysuje
vyjadrovaciu silu jazyka:

« nové symboly moZno vnimat ako pohodlné skratky,
« nevieme vSak dokazat nic viac, ako bez nich.

Toto zachytéva tvrdenie 14.8; podobné tvrdenia moZzno sformulovat aj pre
pridané konstanty a funkéné symboly.
Niekedy mdze byt vyhodnejSie ako defini¢né axiomy funkcii a konstant
pouZit:
Vx A(x, f(x))
A(a)

Dokazovanie s explicitnymi definiciami a rovnhostou
VyuZzime nové pravidla na dokaz vyplyvania z teorie s definiciou:

Priklad 14.9. DokéaZme tablom, Ze T F X pre

T = {VxVy(student(x) A predmet(y) —
(absolvuje(x, y) <
Jz(zndmka(z) A hodnoteny(x, y) = z A z # Fx))),

Vx Vy($tudent(x) A §t_prog(y) —
(absolvuje(x, y) <
Vz(pov_predmet_prog(z,y) — absolvuje(x, 2)))),

Vx(3t_prog(x) — Jy pov_predmet _prog(z, x)),
Vx(3y pov_predmet_prog(x,y) — predmet(x))}

X =Vx Vy(étudent(x) A st_prog(y) A absolvuje(x,y) —
Jy hodnoteny(x, y) # Fx)
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1. TVx Vy(tudent(x) A predmet(y) — St
(absolvuje(x, y) < Jz(hodnoteny(x,y) = z A zndmka(z) A z # Fx)))

2. TVx Vy($tudent(x) A t_prog(y) — S+
(absolvuje(x, y) <> Vz(pov_predmet_prog(z,y) — absolvuje(x, 2))))
3.TVx(3t_prog(x) — Jy pov_predmet_prog(z, x)) St
4,TVx(EIy pov_predmet_prog(x, y) — predmet(x)) St
5. FVx Vy(étudent(x) A $t_prog(y) A absolvuje(x,y) — Jy hodnoteny(x, y) # Fx) S+t
6. F student(u) A 3t_prog(v) A absolvuje(u, v) — Jy hodnoteny(u, y) # Fx 8*5{x > u,y > v}
7. T student(u) A $t_prog(v) A absolvuje(u, v) ab
8. F dy hodnoteny(u, y) # Fx ab
9. T Student(u) A st_prog(v) a7
10. T absolvuje(u, v) a7
11. T student(u) A $t_prog(v) — y*2{x > u,y - v}
(absolvuje(u, v) < Vz(pov_predmet_prog(z,v) — absolvuje(u,z)))
12. T absolvuje(u, v) < Vz(pov_predmet_prog(z, v) — absolvuje(u, z)) MP11,9
13. T Vz(pov_predmet_prog(z, v) — absolvuje(u, z)) ESTT12,10
14.T st_prog(v) — Ty pov_predmet_prog(y, v) y3{x - v}
15.T 5t_prog(v) a9
16. T Iy pov_predmet_prog(y, v) MP14,15
17.T pov_predmet_prog(w, v) 5*16{y > w}
18. T pov_predmet_prog(w, v) — absolvuje(u, w) y13{z > w}
19. T absolvuje(u, w) MP19,17
20. T Jy pov_predmet_prog(w, y) — predmet(w) y4Hx — w}
21. F 3y pov_predmet_prog(w, y) 520 23. T predmet(w) 520
22.F pov_predmet_prog(w,v) y21{y — v}| 24.Tstudent(u) A predmet(w) — Y*1{x - u,y > w}
* 17,22 (absolvuje(u, w) <
3z(hodnoteny(u, w) = z A zndmka(z) A z # Fx))
25. F student(u) A 524 28. T absolvuje(u, w) < B24
predmet(w) 3z(hodnoteny(u, w) =z A
26. F student(u) NCS25,23 znamka(z) A z # Fx)
27.T student(u) a9 29.T Jz(hodnoteny(u,w) =z A ESTT28,19
* 26,27 znamka(z) A z # Fx)

30. T hodnoteny(u,w) =z A 6294z — 2}
znamka(z) A z # Fx
31. Thodnoteny(u,w) = z A a30

znamka(z)
32.T hodnoteny(u,w) = z a3l
33.Tz # Fx a30
34. T hodnoteny(u, w) = Refl
hodnoteny(u, w)
35.T z = hodnoteny(u, w) Leib32, 34

36. T hodnoteny(u, w) # Fx Leib35s, 33
37. F hodnoteny(u, w) # Fx y*8{y > w}
* 36,37
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15 Unifikacia termov

Dosadzanie termov za premenné

Pri kvantifikovanych formulach s funkénymi symbolmi mo6ze byt tazké
povedat, aké termy dosddzat za vSeobecne kvantifikované premenné.

Co mozno usudit z nasledujicich dvoch formul?

vy P(f(y),y)
Vx(=P( x, d)VR(x))

Ak by sme vhodnym dosadenim termov dosiahli totoznost f(y) s x ay s d,

mozno usudit R(x).

Dosadzanie termov za premenné

vy P(f(y),y)
Vx(=P( x, d)VR(x))

Dosadenie popisujeme pomocou substitucie. V naSom pripade zjavne za y
musime substituovat d a za x...

o=i{xm f(d),y+ d}

Po substitucii o maju komplementéarne literdly rovnaké argumenty predi-
katu (preto o nazyvame unifikator):

P(f(y), y)o = P(f(d),d)
-P( x, d)o=-P(f(d),d)

Jednym z désledkov uvedenych dvoch formul je teda R(f(d)). (Aké iné do-
sledky z uvedenych formul vyplyvaju?)
Unifikatory

Definicia 15.1. Nech A, B st postupnosti symbolov, o je substitticia. Sub-
stitucia o je unifikatorom A a B vtt Ao = Bo.

Priklad 15.2.
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A, = R(filantrop, y), B; = R(x,d),
o, = {x — filantrop,y — d}

AZ = R(nk(Y)9 Y)’ BZ = R(X5 d),
o, = {x — nk(d),y — d}

Az = R(nk(y),y), B3 = R(e, x), o3 = 77?7 neexistuje!

Ay = R(nk(y),y), B4 = R(x, x), o4 = 777 neexistuje!

As = R(f(y)), Bs = R(x),
os = f(d),y~d / {xf(f(d),yfd} /

Skladanie substitucii

Definicia 15.3. Necho = {x; = t1,..,x, = ,} a0 = {y1 = S, e, Y
S,,} su substitucie. ZloZenim (kompogziciou) substitucii o a 0 je substitucia
060 = {x; > 4,6,...,x, & 1,0,y; = 8, & s b kde {y;, .,y ) =
W1 s Yk \ X1 s X

Priklad 15.4.
o={x nk(y), z— vy}
0 ={yw d}
06 = {x — nk(d),
z—d, y— d}

Je pravda, Ze pre I'ubovolné substitucie a, 3, y plati (af)y = a(By)?

Unifikatory
Definicia 15.5. Nech A, B st postupnosti symbolov, o a 0 su substitticie.
o je vSeobecnejsia ako 6 vtt existuje subst. y taka, Ze 6 = oy.

o je najvSeobecnejsim unifikatorom A a B vtt
+ o je unifikdtorom A a B a zaroven

« pre kazdy unifikator 6 A a B je o vSeobecnejsia ako 6.

Priklad 15.6. A = R(nk(x),y), B = R(u,v)
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e 0y = {um nk(d),v yxm d 6 = {um nk(d),v » Biba,x —
d,y — Biba} y; = {y — Biba}

o 0y ={u nk(x),v y}6, ={ur nk(d),vi y,x = d}y, ={x — d}
Unifikacia
Unifik4acia m4 mnohoraké vyuZzitie:
« rezolvencia v prvorddovej logike

« inferencia typov kompiladtormi (typy sa vlastne termy)

niektoré druhy parserov (o.i. pattern matching)

spracovanie prirodzeného jazyka (Prolog)

deduktivne databazy
+ expertné systémy, automatizované usudzovanie

UkdZeme si zdkladny algoritmus na hladanie najvSeobecnejSieho unifi-
katora (Z I. 1965). http:/web.stanford.edu/class/linguist289/robinsoné5.pdf https:/eli.
thegreenplace.net/2018/unification/ https:/github.com/eliben/code-for-blog/blob/master/2018/
unif/unifier.py

Unifikacia: typy

class Term:
pass

class Const(Term):

"""Constant

def __init__(self, name):
self.name = name

non

class Var(Term):
"""Variable"""
def __init__(self, name):
self.name = name

class App(Term):
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"""Application of a function symbol"""
def __init__(self, fname, args=()):
self.fname = fname
self.args = args

Subst = dict[Var, Term]

# __eq__ and __hash__ omitted

Unifikacia: unify
def unify(s: Term, t: Term, sigma: Subst | None) -> Subst | None:
"""Unifies terms s and t, given an initial substitution.
‘None’ means that a substitution does not exist."""
if sigma is None:
return None
elif s == t:
return sigma
elif isinstance(s, Var):
return unify_variable(s, t, sigma)
elif isinstance(t, Var):
return unify_variable(t, s, sigma)
elif isinstance(s, App) and isinstance(t, App):

if s.fname != t.fname:
return None
else:

for i in range(len(s.args)):
sigma = unify(s.args[i], t.args[i], sigma)
return sigma

else:
# includes the case where s, t are different constants

return None

Unifikacia: unify_variable

def unify_variable(x: Var, t: Term, sigma: Subst) -> Subst | None:
"""Unifies variable x with term t, using sigma.

Returns updated sigma or None if impossible.

if x in sigma:
return unify(sigma[x], t, sigma)
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elif isinstance(t, Var) and t in sigma:
return unify(x, sigma[t], sigma)
elif occurs_check(x, t, sigma):
return None
else:
# x is not yet in sigma and can’t simplify t. Extend sigma.
return {**sigma, x: t}

Unifikacia: occurs_check

def occurs_check(v: Var, t: Term, sigma: Subst) -> bool:
"""Does the variable v occur anywhere inside t?

Variables in t are looked up in sigma and the check is applied
recursively.

nwon

if v ==
return True
elif isinstance(t, Var) and t in sigma:
return occurs_check(v, sigma[t], sigma)
elif isinstance(t, App):
return any(occurs_check(v, arg, sigma) for arg in t.args)
else:
return False

Unifikacia
Korektny algoritmus: skon¢i a dé spravny vysledok.

« Vdaka occurs_check algoritmus nikdy za premennti nedosadi term,
ktory ju obsahuje.

+ Ak sme raz za premennu niec¢o dosadili, nedosadime za riu ni¢ iné, a
pri jej unifikovani vzdy pouZzijeme existujuce dosadenie.

« unify_variable zniZuje pocet premennych. (M6Zeme si predstavit,
ze vSetky termy pri kazdom dosadeni prepiSeme uz bez premennej, za
ktorud sme dosadzovali.)

+ unify zjednodusuje termy (postupne ubudaju funkéné symboly).

+ Algoritmus je preto konecny a najde nejaky unifikator (ak existuje).
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Unifikacia

N4jdeny unifikator je najvSeobecnejsi kvoli tomu, Ze algoritmus rozsiruje
substituciu len vtedy, ked musi, a najv§eobecnejSie, ako sa da (nepridava
zbyto¢né funkéné symboly).

(Toto by si zaslazilo podrobny ddkaz, o.i. pretoZe najvSeobecnejsi unifi-
kator nie je celkom jednoznac¢ny — hoci ak ich existuje viac, liSit sa moézu
len oznacenim premennych. Na tomto predmete ho vSak robit nebudeme.)

Zaujimavost: v r. 1991 bola objavena chyba v 7 r6znych seri6znych kni-
héch prezentujucich tento algoritmus'.

Unifikacia

Néazorna predstava, ako unifikdcia prebieha: médme stistavu rovnosti ter-
mov, ktori upravujeme a postupne rozsirujeme substitticiu o dosadenia za
nové premenné. Povolené upravy:

« Miesto rovnice, ktord porovnava dva rovnaké funkéné symboly s ari-
tou k, zapiS k rovnic pre rovnost jednotlivych argumentov.

« Ak je na niektorej strane rovnice osamotend premennd, dosad' za 1iu
term predpisany rovnicou a prepis vSetky vyskyty tejto premenne;.

« Zmaz trividlne splnent rovnicu.
Kazda z operécii nieco zniZuje (pocet funkénych symbolov na lavej strane,

pocet premennych, pocet rovnic).

Unifikacia

Lhttp:/norvig.com/unify-bug.pdf
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Priklad 15.7 (Uspesny beh unifika¢ného algoritmu).

f(X,h(X),Y,g(Y)) = f(g(2),W,Z,X)
X=g2Z) {Xw g2}

h(X) =W
Y=2

g(¥Y)=X

h(g(2)) =W {W — h(g(2))}

Y=2

g(Y) =g(2)
Y=2Z {Y » Z}

g(Y) =g(2)

8(2) =g(2)

Unifikacia

Uvedeny algoritmus nie je vel'mi efektivny (napr. ho occurs_check spo-
maluje natol'ko, Ze sa v niektorych implementaciach vynechava?). Existuju
teoreticky lepSie algoritmy (zhruba linedrne), ale tie zase na mnohych prak-
tickych vstupoch bezia pridlho, preto sa velmi nepouzivaju.

Poznamka: Pre ucely tohto predmetu je najdoleZitejSie, aby ste plne roz-
umeli, o ¢o pri unifikécii ide, a vedeli najst najvSeobecnejsi unifikator v
konkrétnom pripade. Upln4 znalost vS§eobecného algoritmu &i zdévodne-
nie jeho vlastnosti st menej podstatné.

2https:/en.wikipedia.org/wiki/Occurs_check
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11. prednaska
Rezolvencia

16 Rezolvencia

Automatické dokazovanie v logike prvého radu

Vyplyvanie vo vyrokovej logike je rozhodnutel'né.

SAT solver vzdy skon¢i a rozhodne splnitelnost, v najhorSom pripade
v ¢ase O(2" - f) pre n atémov a formulu dizky f.

Logika prvého radu nie je rozhodnutelna (ak by bola, vedeli by sme riesit
problém zastavenia — viac nabuduce).

Vdaka tomu, Ze je uplnd, vS§ak ku kazdému pravdivému tvrdeniu (vyply-
vaniu formuly z tedrie) existuje dokaz. MozZno preto postupne enumerovat
vSetky dokazy, aZ kym nendjdeme vyhovujuci. Problém vyplyvania v prvo-
rddovej logike je teda ¢iastoéne rozhodnutelny.

Dokazovaci systém ma podstatny vplyv na to, ako dlho v praxi potrva
najdenie dokazu (a ¢i ndm vystaci dostupnd pamét).

Ako funguju automatické dokazovace v logike prvého radu
Prvé automatické dokazovace vyuZivali prvoradovu verziu DPLL.
Niektoré automatické dokazovace vyuzivaju modifikované tabla.
Vicsina automatickych dokazovacov (napr. Prover9 a Vampire) je ale za-
loZena na rezolvencii:

« Specialne pravidlo na klauzuléch,
+ kombinuje vyrokové a kvantifikdtorové odvodzovanie.

Rezolven¢ny dokaz je linedrny, nevetvi sa.

16.1 Rezolvencia vo vyrokovej logike

Tranzitivita implikacie
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Vratme sa k neoznacenym formulam.
Je nasledujuce pravidlo korektné?

(A - B) (B—-0)
(A—-0O)

Nahrad'me implikacie disjunkciami:

(mFAVB) (=BVO)
(rAVO)

Rezolvencia
Predchadzajtce pravidlo sa da zovSeobecnit na I'ub. dvojicu klauzul:

Definicia 16.1. Rezolvencny princip (rezolvencia, angl. resolution principle)
je pravidlo

(KyVv---VAV---VK,) ILyVv--VaAV---VL,)
(KyV--VK,VL V--VL,)

pre lubovolny atom A a l'ub. literdly K, ..., K,,;, Ly, ..., L,.
Klauzulu (K; V --- VK, V L; V --- V L,) nazyvame rezolventou klauzul
(Kyv--VAV--VK,)a(L{V:--V-AV---VL,).

Tvrdenie 16.2. Rezolvencia je korektné pravidlo. (Rezolventa je pravdivd v
kazdom ohodnoteni, v ktorom su pravdivé pévodné klauzuly.)
Specialne pripady rezolvencie

Viacero pravidiel sa da chapat ako $pecidlne pripady rezolvencie:

(mAVB) (#BVC(C) (A-B) (B—-0)

(=AVC) A=) (HS)
(~AVB) A (A>B) A
B - B (MP)
(~AVB) -B (A—B) -B
A —A (MT)
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Pozorovania o rezolvencii

« Rezolvencia s jednotkovou klauzulou skrati druhu klauzulu:

=B (AVBvV-(C)
(Av-0)

» Rezolvencia méze odvodit prazdnu klauzulu:

A A
D b
vtedy premisy nie su sticasne splnitelné
+ Nie kazdy logicky désledok sa da odvodit rezolvenciou: {A, B} F (A vV
B)

Casta chyba pri rezolvencii
Niektoré dvojice klauztl moZno rezolvovat na viacerych literaloch:

(=pVvq) (pV-q) ) (=pVvq) (pV~—q)
(qVv-q) (7pVDp)

ale je chyba urobit to naraz:

Tpvg) (o)
= [x)

Toto nie je inStancia rezolvencie ani korektny usudok.

Preco?

Lebo {(-p V q),(p V ~q)} je ekvivalentna (p < q) a je splnitelnd (v, =
{fpt,gthv,={pr f,q+— f}),ale[]je nesplnitelna.

Rezolvencné odvodenie a problém
Opakovanim rezolvencie mdéZeme odvodzovat dalSie dosledky:

Priklad 16.3. Z mnoziny S = {(AV B),(mA Vv C),(wB V A),(~A v ~C)}
odvodime:
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(1) (A vV B) predpoklad z S

(2) (A vV C) predpoklad z S

(3) (=B V A) predpoklad z S

(4) (mA Vv =C) predpoklad z S
(5) (AvV A)rezolventa (3)a (1)
(6) (BV C)rezolventa (1)a (2)
(7) (BV ~C)rezolventa (1) a (4)

(8) (BV B) rezolventa (6) a (7)

Problematické pripady

Odvodeniami v priklade dostaneme iba existujtice alebo nové dvojprv-
kové klauzuly ((A v A), (BV C), (B V B), ...) ale ziadnu jednotkovu, lebo
rezolventa ma m + n — 2 literalov.

S={(AVB),(mAVC),(=BV A),(nAV ~C)}je ale nesplniteln4, mali by
sme nejako odvodit prdzdnu klauzulu.

To sa neda bez odvodenia nejakej jednotkovej klauzuly (napr. A).

Klauzula (A Vv A) je evidentne ekvivalentna s A; A sa ale z mnoZiny S iba
rezolvenciou odvodit neda.

Potrebujeme eSte pravidlo idempotencie:

(KyVv--VLV--VLV---VK,)
(Ky VLV ---VK,)

Rezolvencné odvodenie a zamietnutie

Definicia16.4. Vyrokovologické rezolvencéné odvodenie z mnoziny klauzul S
je kazda (aj nekonec¢nd) postupnost klauzul C;, Cs, ..., C,, ..., ktorej kazdy
¢len C; je:

+ prvkom S alebo
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« rezolventou dvoch predchadzajacich klauzal C;aCy pre j <iak <1,
alebo

« zaverom pravidla idempotencie pre nejakd predchadzajicu klauzulu Cj,
Jj<i.
Zamietnutim (angl. refutation) mnoziny klauzul S je konecné rezolvencné

odvodenie, ktorého poslednym prvkom je prazdna klauzula [].

Rezolvencné zamietnutie

Priklad 16.5. Nech S ={(AV B),(mAV C),(mBV A),(mA vV -C)}.
Kombindciou rezolvencie a idempotencie nijdeme zamietnutie S:

(1) (A vV B) predpoklad z S

(2) (mA Vv C) predpoklad z S

(3) (=B V A) predpoklad z S

(4) (mA Vv ~C) predpoklad z S

(5) (AvV A)rezolventa (3)a (1)

(6) A idempotencia (5)

(7) C rezolvencia (6) a (2)

(8) —C rezolvencia (6) a (4)

(9) rezolvencia (7)a (8)
Rezolvenéné zamietnutie

Mnozine klauzul budeme hovorit aj klauzdlna tedria.

Tvrdenie 16.6. Ak pre klauzdlnu tedriu S existuje zamietnutie, je nesplni-
telnd.
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(Ak by nejaké ohodnotenie bolo modelom S, bolo by vdaka korektnosti
pravidla rezolvencie modelom kaZdej odvodenej klauzuly, vratane nesplni-
tel'nej prazdne;j.)

Vyskusajte si 16.1
Dokazte nesplnitelnost S = {(AV BV —C),(mAV ~C),(AV -B),(mA V
C),(AvBvVC).

Rezolvencia a SAT
Mozno pomocou rezolvencie zniZit pocet atémov?

(-BvD) (AvBv-(C)
(Av-CvD)

Preskimajme nasledovny postup na hladanie spifiajuceho ohodnotenia:

« Ak v nejakej klauzule je A, v inej = A, spravime na nich rezolvenciu.
Ak odvodime [], vstupné formula je nesplnitelna.

« AkuZtaké dvojice nie su, tak A alebo —A je nezmieSany literdl, a preto
vieme, ako A ohodnotit. Takto sme sa uplne zbavili atému A.

« Toto zopakujeme postupne s dal§imi atdmami, aZz kym nendjdeme
spifajice ohodnotenie.

Je tento postup polynomidlnym algoritmom pre SAT?

Rezolvencia a SAT

Ak uvedeny postup vedie k zamietnutiu, ohodnotenie neexistuje. Ohod-
notenie ndjdené po elimindcii atdbmu popisanym spdsobom vSak nemusi
vyhovovat pévodnym klauzulam!

(AVvB) (nAv(C) (nAvD) -B C
(BvC) (AvD) -B C

Spodné klauzuly st pravdivé pri ohodnoteni {A — f,B — f,C — t}, kym
vrchné nie.

Postup sa v§ak d4 upravit, aby fungoval. Miesto rezolvencie jednej dvojice
klauzul pouZijeme rezolvenciu sucasne pre vsetky mozné dvojice obsahujtce
komplementarne literaly s atbmom A.
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Rezolvencia a SAT
Nahrad'me klauzuly S; obsahujtce A klauzulami S, (X;, Y st disjunkcie
literalov neobsahujucich A):

AVXI _|AVY1

AVXZ ﬂ14\/Y2

X, VY, .. X,VvY;
Sl= . . Sz= : :

AVX, —AVY, X\vY, .. X,VvY,
Nech T je mnoZina klauzul, ktoré neobsahuju A. Predpokladajme, Ze pre
nejaké ohodnotenie v, plati v, F, S, UT. Ndjdeme v, také, Ze v; F, S; U T:

« Ak v, ¥, X; pre nejaké i, tak z v, Fy X; VY vyplyva v, F, Y; pre
kazdé j. Vtedy staci zvolit v; = v, U{A  t}.

« Ak pre kazdé i plati v, F, X, zvolime v; = v, U{A ~ f}.

Tymto nepokazime splnenie klauzul v T, lebo neobsahuju A.

Rezolvencia a SAT

Naopak, ak ohodnotenie v; je modelom S; U T, tak v; F, S, U T: Ak
v1(A) = t, tak v, F, Y pre vSetky j, pretov; Fj S,. Podobne pre v,(A) = f.

Takto sme naozaj zniZili pocet atbmov; podobné postupy sa vyuZivaju pri
predspracovani vstupu pre SAT. (Co sa stane s velkostou klauzul?)

Pocet pridanych klauzul vS§ak méZe narast exponencidlne, preto sme po-
lynomidlny algoritmus pre SAT neziskali.

Uplnost rezolvencie
VyuZitim uvedeného postupu vieme dokazat tiplnost rezolvencie.

Tvrdenie 16.7 (Uplnost rezolvencie). Ak je klauzdlna tedria S nesplnitel'nd,
existuje jej zamietnutie.

Doékaz. UvaZujme nesplnitelnu klauzalnu tedriu a rozdelme jej klauzuly
na dve mnoziny: v S; budu tie, ¢o obsahuju atom A, v T ostatné. Kazda
klauzulu z S, vieme odvodit z S; pomocou pravidla pre rezolvenciu. Ako
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sme ukdzali, mnoZina T U S; je nesplnitelnd vtt T U S, je nesplnitelnda. Z4-
roveni T U S, mé o jeden atdm menej. Opakovanim postupu ndjdeme nespl-
nitelnt mnozinu klauzul, ktord mé uz len nezmieSané literaly. Preto v nej
musi byt aj []. O

(Kde v dokaze vyuzivame idempotenciu?)

Rezolvencia vo vyrokovej logike
Pomocou rezolvencie vieme rozhodovat splnitelnost.

Veta 16.8 (Korektnost a tplnost rezolvencie). Nech S je klauzdlna teédria.
S je vyrokovologicky nesplnitel'nd vit existuje zamietnutie S.

Pomocou rezolvencie mozno rozhodovat aj vyrokovologické vyplyvanie
formuly X z tedrie T: vieme, Ze T F X vtt T U{—=X} je nesplnitelna. Aby sme
mohli pouZit rezolvenciu, ostava previest vSetky formuly z T aj =X do CNF
(Cosavzdy da).

16.2 Prevod do klauzalnej tedrie a skolemizacia

Rezolvencia vs. prvoradové teodrie

Vyrokovologicka rezolvencia pracuje s klauzalnymi teériami.

Vyrokovologicku tedriu lahko upravime na klauzalnu — ekvivalentnymi
upravami do CNF.

Ale ¢o s formulami v logike prvého radu, kde st spojky zloZzito skombi-
nované s kvantifikatormi?

Prvoradové klauzuly a klauzalne teérie
Ujasnime si najprv, aky tvar chceme dosiahnut.

Definicia 16.9. Nech £ je jazyk logiky prvého radu.

Literdl je atomickaformula P(t,,...,t,,)jazyka £ alebo jej negacia -P(ty, ..., t,,).

Klauzula je vSeobecny uzaver disjunkcie literdlov, teda uzavretd formula
jazyka £ v tvare Vx; ---Vx,(Ly V --- V L,) kde Ly, ..., L, su literaly
a Xy, ..., X st vsetky volné premenné formuly L, V --- V L,,. Klauzula
moze byt aj jednotkovd (VX L,) alebo prdzdna ([7).
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Klauzalna teéria je mnozina klauzul {Cy, ..., C,,}. M0OZe byt tvorena aj jedi-
nou klauzulou alebo byt prazdna.

Prvoradova ekvivalencia

Postupovat budeme podobne ako vo vyrokovologickom pripade: Postupne
odstranime z tedrie implikacie, negacie zloZenych formul, existencné kvan-
tifikatory, disjunkcie konjunkecii, vnorené vSeobecné kvantifikatory.

Podla moZnosti budeme pouZivat ekvivalentné upravy v prvoradovom
zmysle:

Definicia 16.10 (Prvoradova ekvivalencia). Mnoziny formul S a T su (pr-
vorddovo) ekvivalentné (S < T) vtt pre kazdu Struktaru M a kazdé ohod-
notenie e plati M E S[e] vtt M E T|e].

Tvrdenie 16.11 (Ekvivalentna tprava). Nech X, A, B su formuly a nech
free(A) = free(B). AkA < B, takX < X[A | B].

Nahradenie implikacii
Rovnako ako vo vyrokovej logike moézeme kazdu formulu (A — B) ekvi-
valentne nahradit formulou (—A Vv B).

Priklad 16.12.
Vx(dobré(x) A dieta(x) — Jy(dostane(x, y) A darcek(y)))
< Vx(—(dobré(x) A dieta(x)) v Jy(dostane(x, y) A daréek(y)))

Vx(—~dobré(x) — —3y dostane(x, y))
< Vx(——dobré(x) v -3y dostane(x, y))

Konverzia do nega¢ného normalneho tvaru (NNF)

Definicia 16.13. Formula X je v nega¢nom normdlnom tvare (NNF) vtt ne-
obsahuje implikaciu a pre kazdu jej podformulu —A plati, Ze A je atomicka
formula.

Formulu bez implikacii do NNF upravime pomocou
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« de Morganovych zakonov pre spojky:

-(AAB) & -AV-B -(AVB)s -AA-B

« pravidla dvojitej negicie:

—AS A

+ zovSeobecneni de Morganovych zdkonov pre kvantifikatory:

-dxA o Vx-A VxA < dx-A

Konverzia do NNF

Tvrdenie 16.14. Pre kazdu formulu X existuje formula Y v NNF takd, Ze
XeY.

Priklad 16.15.

Vx(—=(dobré(x) A dieta(x)) v Ay(dostane(x, y) A darcek(y)))
< Vx((—~dobré(x) v dieta(x) ) v dy(dostane(x, y) A darcek(y)))

Vx(— —~dobré(x) v ~3y dostane(x, y))
< Vx(dobré(x) v Vy ~dostane(x, y) )

Skolemizacia

Skolemizdcia (podla norskeho logika Thoralfa Skolema) je uprava for-
muly X v NNF, ktorou nahradime existencné kvantifikatory novymi kon-
Stantami alebo funkénymi symbolmi.

Podoba4 sa pravidlu § v tablach, ale aplikuje sa naraz na vSetky existen¢né
kvantifikatory.

Vyslednda formula je v novom, rozsirenom jazyku.

Nie je ekvivalentnd s pdvodnou, ale je ekvisplnitel'nd.

Definicia 16.16 (Prvoradova ekvisplnitelnost). Mnoziny formul S a T sa
(prvorddovo) rovnako splnitel'né (ekvisplnitelné, equisatisfiable) vtt S ma mo-
del prave vtedy, ked T ma model.
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Skolemizacia — skolemovska konstanta

Lahky pripad (v podstate pravidlo 6):

Vo formule X sa vyskytuje 3y A mimo vSetkych oblasti platnosti v§eobec-
nych kvantifikatorov.

1. Priddme do jazyka novu skolemovskui konstantu ¢ (symbol ¢ doteraz
nebol v jazyku v Ziadnej tilohe).

2. Kazdy vyskyt podformuly 3y A v X mimo vSetkych oblasti platnosti
vSeobecnych kvantifikatorov nahradime formulou

Aly = ¢}
KonsStanta c pomentiva objekt, ktory existuje podla Jy A.
Priklad 16.17.

dx (dobré(x) A dieta(x))
> dobré( nejaké_dobré_dieta) A dieta( nejaké_dobré_dieta)

Skolemizacia — skolemovska funkcia
Vo formule X sa vyskytuje 3y A v oblasti platnosti v§eobecnych kvantifi-
katorov premennych x,, ..., x,:

X = Vx (- V(- Vo, (- Ay A ) =) =) -

1. Priddme do jazyka novy funkény symbol, skolemovskii funkciu f.

2. Kazdy vyskyt 3y A v X v oblasti platnosti kvantifikatorov Vx, ..., Vx,
nahradime formulou

A{y = f(xl’ X5 eees xn)}

Funkcia f pomenuva priradenie objektu y objektom x, ..., X,,.
Priklad 16.18.
Vx(—dobré(x) v —dieta(x) v Ay(dostane(x, y) A darcek(y)))

w Vx(—dobré(x) v —dieta(x) v
(dostane(x, darcek_pre(x)) A darcek( darcéek_pre(x))))
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Skolemizacia

Tvrdenie 16.19. Pre kazdu uzavretu formulu X v jazyku £ existuje formula’Y
vo vhodnom rozsireni £’ jazyka £ takd, Ze Y neobsahuje existencné kvantifi-
katory a X a 'Y su ekvisplnitelné.

Priklad 16.20.
32(R(z, 2) A Vx(~R(x, 2) V 3u(R(x, 1) A R(, 2))

v Vy Ju(=R(y, V) A R(x,V))
v Ju Vw(R(x,v) A R(v, w))))
w R(¢,¢) AVX(7R(x,¢) V (R(x, f1(x)) A R(f1(x),¢))
VVy(=R(, f20x, ) AR(x, f2(x,)))
Vv Vw(R(x, f3(6)) A R(f3(x), w)))

Konverzia do PNF

Definicia 16.21. Formula X je v prenexnom normdlnom tvare (PNF) vtt ma
tvar Q,x; Q,X; - Q,x, A, kde Q; € {V, 3}, x; je premennd a A je formula
bez kvantifikatorov (matica formuly X).

Skolemizovant formulu v NNF upravime do PNF opakovanou aplika-
ciou nasledujucich transformécii:

« ak x nemd volny vyskyt v B,
(VxAAB)< Vx(AAB) (BAVXA) < Vx(BAA)
(VxAVB)< Vx(AVB) (BVVxA)< Vx(BVA)
« ak x ma vol'ny vyskyt v B a y je novd premenna,

(VxXAAB)e (VyA{x— y}AB) (BAVXxA) S (BAVyA{x+— y})
(VxAVvB)s (VyA{x— y}VvB) (BVVxA)< (BVVyA{x — y})
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Konverzia do PNF

Tvrdenie 16.22. Pre kazdu formulu X v NNF bez existencnych kvantifikato-
rov existuje ekvivalentnd formula Y v PNF a NNF.

Priklad 16.23.
Vx( dobré(x) v Yy ~dostane(x, y))
< Vx Vy (dobré(x) v —dostane(x,y))

Pozor! Pre ekvivalentnost prenexovania je nutné, aby boli premenné via-
zané roznymi kvantifikdtormi rozne:

(Vx A(x) V. Vx B(x)) = Vx (A(x)V B(x)) (%]
(Vx A(x) VVxB(x)) © Vx(A(x) VVxB(x)) &
Vx(A(x) VVyB(y)) & VxVy (A(x) Vv B(y))

Prenexujte po jednom alebo premenujte premenné (eSte pred skolemiza-
ciou)

Konverzia do CNF
Maticu (najvicsiu podformulu bez kvantifikatorov) formuly v PNF upra-
vime do CNF pomocou distributivnosti a komutativnosti disjunkcie:

AVXAY) e (AVXIAAVY))
(XAY) VA o (XVAA(Y VA)

Priklad 16.24.

Vx(—~dobré(x) v ~dieta(x) v
(dostane(x, darcek_pre(x)) A darcek(darcek_pre(x))))

< Vx((—dobré(x) v dieta(x) Vv dostane(x, daréek_pre(x))) A
(—~dobré(x) v ~dieta(x) Vv darcek(darcek_pre(x))))
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Konverzia do klauzalnej tedrie
Formula, ktorej matica je v CNF, je ekvivalentnd s konjunkciou klauzul:

Vx(AAB) < (VxAAVXB)
a konjunkcia klauzul je ekvivalentnd s ich mnoZinou:
{(Vx AAVxB)} & {Vx A,Vx B}

Priklad 16.25.
{Vx((~dobré(x) v ~dieta(x) Vv dostane(x, darcéek_pre(x))) A
(—dobré(x) v —dieta(x) v darcek(darcek_pre(x))) )}
< {(Vx(~dobré(x) v —dieta(x) V dostane(x, dar¢ek_pre(x))) A
Vx(—dobré(x) v —dieta(x) v darcek(daréek_pre(x))) )}

< {Vx(—~dobré(x) v —dieta(x) v dostane(x, darek_pre(x))),
Vx(—~dobré(x) v —dieta(x) Vv darcek(daréek_pre(x)))}

Konverzia do klauzalnej tedrie

Veta 16.26. Ku kaZdej teérii T v jazyku logiky prvého radu L existuje ekvis-
plnitelnd klauzdlna teéria v nejakom rozsireni £ jazyka £ o skolemovské
konstanty a funkcie.

Priklad 16.27.

Vx (dobré(x) A dieta(x) — Jy(dostane(x, y) A darcek(y))),
dx (dobré(x) A dieta(x)), w
Vx (~dobré(x) — =3y dostane(x, y))
Vx;(—~dobré(x;) v ~dieta(x;) v dostane(x;, darcek_pre(x,))),
Vx,(—~dobré(x,) v ~dieta(x,) V darcek(darcek_pre(x,))),
dobré(nejaké_dobré_dieta), dieta(nejaké_dobré_dieta),
Vx; Vy (dobré(x;) v ~dostane(x;, y))
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Konverzia do prvoradovej CNF

Dokaz/algoritmus

Tx

: Implikéacie nahradime disjunkciami.
: Negacny normalny tvar (NNF): Presunieme negacie k atdbmom.

: Premenujeme premenné tak, aby kaZdy kvantifikator viazal inti pre-
mennii ako ostatné kvantifikatory.

: Skolemizdacia: Existen¢né kvantifikdtory nahradime substiticiou nimi
viazanych premennych za skolemovské konstanty/aplikacie skolemov-
skych funkcii na prislu§né v§eobecne kvantifikované premenné.

. Prenexny normalny tvar (PNF): presunieme v§eobecné kvantifikatory
na zaciatok formuly.

: Konjunktivny normalny tvar (CNF): distribuujeme disjunkcie do kon-
junkcii.

: Odstranime konjunkcie rozdelenim konjunktov do samostatne kvan-
tifikovanych klauzal.

Skolemizacia vytvori ekvisplnitel'nt tedriu, ostatné tipravy su ekvivalentné.

16.3 Rezolvencia v logike prvého radu

Rezolvencia a skratenie zapisu
Prvoraddovou rezolvenciou budeme odvodzovat désledky klauzalnych te-

oOrii.

Dohoda 16.28. Vseobecné kvantifikatory v zapise klauztl budeme zaned-
bévat.
Teda namiesto Vx; --- Vx,(L; V --- V L,,) piSeme ibaL; V --- V L,.

Pozor: konStanty a premenné treba nadalej striktne rozliSovat, za kon-
Stanty nie je mozné dosadzat iné termy!
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Usudky s klauzulami

Priklad 16.29. Kazdého ma niekto rdd — jeho najlepsi kamarat/najlepsia
kamaratka (NK):
Yy r(nk(y),y)

Kto ma rad Dadu, toho Edo nema rad:
Vx(=r(x, D) v =r(E, x)),
Teda aj Dadu ma niekto rad:
r(nk(D), D)
Ak Dadin NK ma rad Dadu, tak ho Edo nema rad:
=r(nk(D), D) Vv =r(E, nk(D)).
Preto (vyrokovou rezolvenciou):

r(nk(D), D)
(=r(nk(D), D) v =r(E, nk(D)))
=r(E, nk(D))

Usudky s klauzulami
Cely tisudok z prikladu aj s dosadeniami:

Vyr(nk(y), y)
Vx(=r( x, D)v-r(E x))
=r(E, nk(D))

Aby sme klauzuly mohli rezolvovat, pouzili sme unifikdtor:
o =i{x+ nk(D),y — D}

Po substitucii 0 maju komplementarne literdly rovnaké argumenty predi-
katu r:
r(nk(y), y )o = r(nk(D), D)
-r( x, D)o =-r(nk(D),D)

Ak chceme ¢o najvseobecnejsi usudok, hl'adame najvseobecnejsi unifikator.
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Usudky s klauzulami
Uvedeny usudok predstavuje jeden krok rezolvencie.

Priklad 16.30.

r(nk(y),y)o
(=r(x,D) v =r(E, x)o
=r(E,x)o
o =i{x nk(D),y — D}
r(nk(D), D)
= r(nk(D), D)v-r(E, nk(D))
=r(E, nk(D))

Premenovanie premennych

Priklad 16.31. Rovnaké premenné v klauzuldch mo6zu zabranit unifikécii
literalov:

r(nk(x), x) —r(x, D) v =r(E, x)
Klauzuly su v8ak vSeobecne kvantifikované nezdvisle od seba. Premenova-
nie premennych v jednej z nich nezmenti jej vyznam, ale umozni unifikaciu
(vid predchéadzajuci priklad).

r(nk(y), y) r(x, D) v =r(E, x)
Definicia 16.32. Premenovanim premennych je kazda substituciac = {x; —
Vis > Xy P V), kde yq, ..., ¥, su premenné.

Prvoradova rezolvencia — pravidla

Definicia 16.33. Nech C a D su prvoradové klauzuly, nech A a B st atomy,
nech L a K su literaly.

Rezolvencia (angl. resolution) je odvodzovacie pravidlo

AvC -BvD
(C6v D)o

o je unifikator A9 a B,
0 je premenovanie premennych.
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Faktorizdcia (angl. factoring) je odvodzovacie pravidlo

LvKvC

“@IvCo o je unifikator L a K.

Faktorizicia je zov§eobecnenie idempotencie pri vyrokovej rezolvencii.

Rezolvencia postupne
Rezolvenciu

~PO) Vv QY ) V R(f(x, ), y) ~R(x,0)
—P(x) v =Q(c, x)

si moZeme predstavit ako postupny proces:

=R(x, c)
I {x 2z} premenovanie
—P(x) v =Q(y, x) V R(f(x, ), y) —R(z,¢)
l {y ¢,z f(x,c)} l unifikacia
-P(x) v 7Q(c, x) V R(f(x, c), ) —R(f(x, c), €)
=P(x) v 7Q(c, x) vyrokovolog.

rezolvencia

Rezolvencné odvodenie a zamietnutie
Definicia 16.34. Nech T je klauzdlna tedria.

Rezolvencnym odvodenim z T je kazda (aj nekonecna) postupnost klauzul
Z =(Cy,C,,...,Cp,...), kde kazda klauzula C;, 1 <i < n, je:

« prvkom T, alebo

« odvodena pravidlom rezolvencie z klauzil C; a Cy, ktoré sav 2
nachadzaju pred C; (teda j, k < i), alebo

« odvodena pravidlom faktorizacie z klauzuly C;, ktord sa v 2 na-
chadza pred C; (teda j < i).

Zamietnutim T (angl. refutation) je kazdé konecné rezolven¢né odvodenie
Z =(Cy,Cs,...,Cp), kde C, = [].
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Refutacna korektnost a uplnost rezolvencie

Pri klasickom ponati dokazu ako postupnosti formul, ktoré su odvodené
z predoslych formul pomocou fixnej sady pravidiel, pod tiplnostou rozumieme
schopnost odvodit z tedrie hociktoru formulu, ktor4 je jej logickym dosled-
kom. Rezolvencia je v tomto zmysle netuplna (napr. z A nevieme odvodit
AVBCiAvV-A).

Vieme v§ak rezolvenciou z lubovol'nej nesplnitel nej tedrie odvodit nespl-
nitelnu prazdnu klauzulu []. Tejto vlastnosti hovorime refutacnd uplnost.

Veta 16.35 (Refutac¢na korektnost a tplnost rezolvencie). Nech T je klau-
zdlna tedria. Potom existuje zamietnutie T vit T je nesplnitelnd.

Refutacna korektnost a Gplnost rezolvencie
Pretoze kazdu te6riu mézZeme transformovat na ekvisplniteInu klauzalnu
teoriu, dostdvame:

Désledok 16.36 (Uplnost rezolvencie). Nech T je teéria, nech X je uzavretd
formula. Nech T3, = {Cy, ..., C,,} je klauzdlna tebria ekvisplnitelna s T U{-X}.
Potom z T vyplyva X vtt existuje zamietnutie T)’(.

Priklad 16.37. DokaZme nesplnitelnost:

Vx r(nk(x), x),
Vx Yy r(x, nk(y)),
Vx(=r(x,D) v =r(E, x))
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12. prednaska
Nerozhodnutelhost, netuplnost a logika 2. radu

Cielom tejto predndsky je jemne doplnit filozoficky, matematicky, algo-
ritmicky a historicky kontext tykajuci sa logiky.

Nie je nutné, aby ste uvedené veci podrobne ovladali — ide o vel'ké idey,
nezaujimame sa o technické detaily.

Presna formuldcia a dokazy tvrdeni z tejto prednasky:

» predmet Matematickd logika (2-INF-114)

17 Logika 1. a 2. radu

Zhrnutie: logika 1. radu
Uvazujme jazyk logiky 1. rddu a v iom teériu T a formulu F.

Veta 17.1 (Korektnost logiky 1. rddu). AkT - F, tak T F F.
Veta 17.2 (Uplnost logiky 1. radu). Ak T E F, tak T + F.
Veta 17.3 (Kompaktnost logiky 1. rddu). KaZdd nesplnitelnd teéria ma ko-

necnti podmnoZinu, ktord je nesplnitel'nd.

Ako vyjadrit tranzitivny uzaver
Majme binarnu relaciu reprezentovanu predikatom R. Pre kazdé n > 1
oznatme R,(a, b) formulu

Ax; 3x, -+ 3x,(R(a, x1) AR(x1,x5) A -+ AR(x,,, b))

(jednotlivé formuly R,, st konecné, ale je ich nekonecne vela — pre kazdé n
by sme mohli nés jazyk rozsirit o predikat, ktory R, definuje).
Dalej nech Ry = R a nech

R*(a,b) vtt existuje n také, ze plati R,(a, b).

Nase R* vyjadruje tranzitivny uzaver relacie R.
Da sa vSak R* vyjadrit prvorddovou formulou?
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Ako vyjadrit tranzitivny uzaver
Predpokladajme, Ze R* sa da vyjadrit prvoradovou formulou.
Uvazujme nekonec¢nu prvoradovu tedriu

T = {_LRO(aa b)7 _|Rl(a7 b)’ ey _|Rn(a9 b)’ ey R*(a5 b)}
1. T nemd model: ak R*(a, b), tak pre nejaké n plati R,,(a, b).

2. Kazda kone¢na podmnozina T ma model: ak n je najvicsi z indexov
R, obsiahnutych v podmnoZine, vyhovujuci model je napr. D = N,
i(R) =1{(0,1),(1,2),...,(n+1,n+2)},i(a) =0,i(b) =n+ 2.

Tieto dve pozorovania st v§ak v spore s kompaktnostou logiky 1. radu.
Formulou logiky 1. rddu tranzitivny uzdver nevieme vyjadrit.

Ako vyjadrit tranzitivny uzaver
V logike 2. radu by to uz §lo:

R*(a,b) &

VP (( Vx (R(a, x) — P(x)) AVxVy (P(x) AR(x,y) — P(y))) - P(b))

Tento popis je zaloZeny na tom, Ze vlastnost ,,b je R-potomkom a“ inter-
pretujeme ako ,,b dedi od a kazdu vlastnost, ktorti maju vSetci priami R-
potomkovia a a zaroveni sa zachovéva cez R“.

Syntax a sémantiku logiky 1. rAddu mozno rozsirit tak, aby umoziiovala
kvantifikovanie cez predikaty; dostaneme tak logiku 2. radu.

Pougzitie formil 2. rddu zvysuje vyjadrovaciu silu jazyka, ale zdroveri stra-
time kompaktnost a tiplnost.

Ako vyjadrit indukciu

Predstavme si, Ze chceme pridat axiému umoziujucu vyuzivat v doka-
zoch matematickd indukciu. Nech P! je predikat a S funkény symbol pre
nasledovnika. Chceli by sme

VP ((P(o) AVX(P(x) = P(S(x)))) = Vx P(x)).
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Toto je v§ak formula logiky 2. radu — v logike 1. radu ni¢ ako VP pre predi-
kat P nemame. Jediné, ¢o ndm ostava, je pridat axiému

(P(O) AVx(P(x) — P(S(x)))) - Vx P(x),

kde P je predikat vyjadritel ny formulou v naSom konkrétnom prvorado-
vom jazyku £. To ma nevyhody:
« dokaz vyuZivajuci tuto axiému bude platit len pre jeden konkrétny
predikat;

« dokazy sa budu tykat len predikatov vyjadritelnych v £.

Peanova aritmetika
Jednou z moZnosti, ako formalizovat aritmetiku, je Peanova aritmetika
(PA). Jazyk vychadza z prvorddovej logiky s rovnostou, individuova kon-
Stanta je 0, funkéné symboly su S!, +2, -2 (nasledovnik, s¢itanie, ndsobe-
nie). Prirodzené Cisla reprezentujeme ako termy bez premennych, napr. 3 je
S(S(S(0))). Axiomy:
Vx 0 # S(x)
VxVy (S(x) =S(y) - x=y)
Vx x+0=x
VxVy x +S(Q)=S(x+y)
Vx x-0=0
VxVy x-S(y)=(x-y)+x

Tato mnozina axiém je nezavisla (Ziadna nevyplyva z inych).
Peanova aritmetika

Kuvedenym axidmam treba pridat axiomu pre indukciu. Mame dve moz-
nosti:

« Formuly 1. rddu. Nevyhoda: neStandardné modely (aj s nespocitatel-
nou doménou); ich existencia vyplyva o.i. z vety o kompaktnosti.

« Formula 2. rddu. Vyhoda: v§etky modely st1 izomorfné s prirodzenymi
Cislami.
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Peanova aritmetika

Preco prave tri funkéné symboly?

Ak vypustime nasobenie (hoci definovatel né pomocou s¢itania), nevieme
vyjadrovat vlastnosti s¢itania (napr. vztah pre nasobok by zahfial tranzi-
tivny uzaver).

Naopak, pridat funkény symbol pre umoctiovanie (¢i ina funkciu na pri-
rodzenych ¢islach) netreba, lebo prvorddova PA (dokonca aj bez indukcie)
zachytdva kaZdu vypocitatelna funkciu.

Peanova aritmetika

PresnejSie, jazyk PA umoziiuje formulou vyjadrit kazdu primitivne rekur-
zivnu funkciu (t.]. taku, ¢o sa d4 pocitat programom vyuZivajucim len cykly
s vopred danym poc¢tom opakovani), a nasledne vie PA dokazovanim roz-
hodnut o platnosti takychto formul.

Oznaéme X reprezentaciu prirodzeného Cisla x v PA (ako termu vznika-
juceho opakovanou aplikiciou symbolu S, napr. 2 = S(S(0))). Funkciu f*
mozno reprezentovat akousi formulou F takou, Ze F(x, y) je pravda vtt f(x) =

y.
Ak f(x) =y, tak PA F F(x,y),aak f(x) #y,tak PA - =F(x,y).

18 Nerozhodnutelnost platnosti formuly

Nerozhodnutelnost platnosti formuly vo FOL
Veta 18.1. Platnost formuly v prvordadovej logike je nerozhodnutelnd.

Dokaz: redukciou na problém zastavenia.
Ukdazeme, ako by sme vedeli rozhodnut, ¢i dany Turingov stroj M zastavi,
ak by sme vedeli rozhodovat platnost prvoradovych formul.

Nerozhodnutelnost platnosti formuly vo FOL
Jazyk naSej logiky bude obsahovat

« individuova konStanta ¢ pre prazdny retazec;

« unérny funkény symbol a® pre kazdé pismeno a v abecede;
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« bindrny predikat f, pre kazdy stav g TS M.
Nasa interpretdacia tohto jazyka:
+ a(w) oznacuje retazec aw;

* fq(x,y) indikuje, Ze M dosiahne na danom vstupe stav g, pricom na
paske je retazec xy (x v opa¢nom poradi) a hlava M je na prvom
znaku y.

Nerozhodnutelhost platnosti formuly vo FOL
Krok vypoctu zachytava formula

VxVy  fq(x,a(y) = fg(b(x),y)

M pretita z pasky a, zapiSe b, prejde zo stavu g do stavu g’ a posunie hlavu
doprava. (Takuto formulu priddme do teérie popisujicej cinnost M pre kazdu
dvojicu a, b.)

Pre pohyb hlavy dol'ava mame formulu

VxVy  fqle(x),a(y)) — fq(x,c(b(y))).

Nerozhodnutelhost platnosti formuly vo FOL
Pre polohu hlavy na I'avom okraji pasky pridame

Vy  fq(e,a(y) = fg(e,b(y))

(hlava sa nehybe, len prepisuje znak na paske).

Podobne dorieSime aj polohu na pravom okraji, ked sa hlava posunie na
Cast pasky, kam sa eSte nezapisovalo.

Konkrétne detaily z4visia od uvaZovaného variantu Turingovho stroja
(paska mdze byt obojstranne nekone¢na apod.).

Nerozhodnutelnost platnosti formuly vo FOL

Zaciatok vypoctu z pociatocného stavu g, na slove w popisuje formula
f¢,(€; w) a zastavenie stroja v (jedinom) akceptatnom stave g, vyjadruje
formula

Fy = fo,(6, W) AT — 3x3y fo (x,¥),
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kde T je konjunkcia implikacii popisujucich povolené prechody TS M.

Kazdy akceptacny vypocet M vieme prerobit na dokaz F), (konecné slovo
na paske a poloha hlavy popisuji hodnoty premennych x a y v konzekvente
implikacie F,,; jednotlivé kroky vypoctu naznacuju, ako in§tancovat vSeob.
kvantifikatory formul z T'). Ked'Ze prvoradova logika je korektn4, tak ak M
zastavi, Fy, je platna formula.

Naopak, ak F), je platna, tak je pravdiva v kazdej interpretacii (Struktuare),
CiZe aj v tej naSej tykajucej sa TS M. KedZe premisy F), su splnen¢, musi
byt splneny aj zaver 3x 3y f, (x,y), takze M zastavi.

Ciastoéna rozhodnutelnost platnosti formuly

Veta 18.2. Platnost formuly v prvoradovej logike (so spocitatelnym jazykom)
je ¢iastoc¢ne rozhodnutelna.

Dokaz: staci enumerovat vSetky dokazy v danom jazyku.
Formula je platnd vtt jej negicia je nesplnitelnd. Dosledky:

Veta 18.3. (1) Nesplnitelnost formuly v prvoradovej logike je nerozhodnu-
tel'na a ciastoéne rozhodnutel'nd. (2) Splnitel'nost v prvoradovej logike nie je
ani ciasto¢ne rozhodnutel'nd.

Dokaz (2): ak by sme splnitelnost vedeli rozhodovat ¢iastoéne, mézeme
paralelne spustit testovanie splnitelnosti aj nesplnitelnosti, a jeden z tychto
vypoctov by musel skor ¢i neskdr skoncit, ¢im by sme vedeli rozhodovat
nesplnitel'nost formuly, a to je spor.

Monadic FOL

Monadickd prvorddovd logika (MFOL) je prvoradova logika, v ktorej ne-
mame funkéné symboly a predikaty maju len jeden argument. (V takomto
jazyku mozno vyjadrit bezné sylogizmy a pocas viacSiny 19. storocia sa ve-
rilo, Ze postacuje na formaliz4ciu uvaZovania.)

Veta 18.4 (1915). Pravdivost formuly v MFOL je rozhodnutelnd.

Ak priddme ¢o len jeden predikat arity 2, stratime rozhodnutelnost.

Tento priklad ilustruje, Ze zvolit jazyk s velkou vyjadrovacou silou (napr.
pre databazovy systém) neraz prinasa algoritmické problémy, preto to nie
je samozrejma volba.
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19 Deskriptivna zlozitost

Deskriptivna zloZitost

Pri klasickom pohlade na zlozZitost algoritmov skumame, kol'ko krokov
spravi Turingov stroj v zavislosti od velkosti vstupu, resp. ¢i Turingov stroj
s dodato¢nymi obmedzeniami vobec vie problém rieSit.

Alternativny pohlad: aku zloZitu logickt formulu potrebujeme na popis
daného problému (jazyka akceptovaného Turingovym strojom)?

Priklady r6zne zloZitych formul:

+ prvoradova logika (FOL)

+ druhoradova logika (SOL) — kvantifikujeme aj predikaty/mnoZiny
objektov

« existential SOL: ax; X, ---3X,, F, F je formula FOL

« universal SOL: VX, VX, - VX, F, F je formula FOL

Deskriptivna zlozZitost
Existencia trojuholnika v grafe sa d4 vyjadrit vo FOL:

Ix3JyIz (V)AVY)AV(2Z) A
AX#YANYF#FzAzZ#XAEX,Y) AE(,2) AE(z,x))

Pri testovani, ¢i konkrétny graf spiiia tato formulu, nerozhodujeme o plat-
nosti formuly vo vSeobecnosti (to je nerozhodnutelny problém), ale len vy-
hodnocujeme jej splnenie v konkrétnej interpretécii: predikat V' popisuje
vrcholy, E hrany.

Pri vyhodnoteni kvantifikatora staci preskumat vSetky vrcholy, ¢ize pre
k kvantifikatorov vo formule preverime O(|V|¥) moZnosti. Preto tento prob-
1ém patri do triedy P (zjemnenie tivah umoziiuje dokazat prisluSnost do
LOGSPACE).

Deskriptivna zloZitost
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Existencia 3-farbenia grafu: NP-complete; nevyjadriteIné vo FOL, vyjad-
ritelné v existential SOL:

3R 3G 3B(Vx Vy (E(x,y) = =R(X) V =RG)) A ---)

(R, G, B su predikaty vyjadrujuce jednotlivé farby). Pri vyhodnocovani for-
muly pre konkrétny graf za doménu zoberieme vrcholy grafu. Existencia
predikatu zodpoveda existencii podmnoziny vSetkych vrcholov; tuto pod-
mnoZinu vieme nedeterministicky uhddnut a vyhodnotenie prvoraddovej
Casti formuly uz prida len polynomialny faktor (exponent zavisi od poctu
vnorenych kvantifikatorov), preto tento problém patri do triedy NP.

Deskriptivna zloZitost

« FOL: trieda zlozitosti AC® (vlastnd podmnozina LOGSPACE)
« FOL + tranzitivny uzaver: non-deterministic LOGSPACE

« FOL + least fixed point operator: P (savisi s databazami: dotazy su
podmnoZinou prvoraddovych formul a navySe je povolend rekurzia po-
¢itand seminaivnou evaludciou, ¢iZe ako least fixed point)

« existential SOL: NP
« universal SOL: co-NP
+ SOL: PH (obsahuje NP aj coNP, ale vlastnd podmnoZina PSPACE)

+ SOL + least fixed point operator: EXPTIME

20 Neuplnost

Efektivna axiomatizovatelhost

Ako formalizovat, Ze nieco ,,mozno vypocitat“?

Vieme vymyslat r6zne konkrétne modely na pocitanie a porovnavat, ¢o
dokazu. Ukazuje sa, Ze vSeobecné modely pocitania s prirodzenymi ¢is-
lami (nie naschval oslabené dodato¢nymi restrikciami) vedd k tomu istému
pojmu vypocitatelnosti.
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Turingove stroje

+ frazové gramatiky

Minského registrové automaty

lambda kalkul

¢iastoéné rekurzivne funkcie

Church-Turing Thesis
Ak sa funkcia z N do N d4 vypocitat, da sa vypocitat na Turingovom stroji.

Efektivna axiomatizovatelhost
Z hladiska logiky nds zaujimaju formalne systémy, s ktorymi mozno al-
goritmicky pracovat:

« kone¢ni mnoZina symbolov

« algoritmy na pracu s termami

« algoritmy na pracu s formulami

 jednoznacné interpretovanie formuly v danej Struktture

« rozhodnutel'nost, ¢i nieco je axiéma (resp. enumeracia axiom/formul
v tedrii)

« rozhodnutelnost, ¢i nieco je dokaz (resp. enumeracia dokazov)

Teorii s tymito vlastnostami (resp. formalnemu systému, ktorého je stucas-
tou) hovorime efektivne axiomatizovatelnd (v anglictine effectively, nie effi-
ciently).

Sémanticka a negac¢na tplnost

Doterajsi pojem uplnosti, tzv. sémantickd tiplnost formdalneho systému,
hovoril o tom, Ze pravdivé veci moZno dokazat: Pre kazdu tedriu T a uzav-
reta formulu F,ak T E F,tak T - F.

Zaujimavd je vSak aj negacna uplnost tedrie T: pre kazda uzavretu for-
mulu F (v jazyku tejto teorie) plati T - F alebo T + —F.
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Sémanticka a negac¢na uplnost

Uvazujme vyrokovu logiku s atomami A, B, C a tedriu T = {A A B}. S¢-
mantickd uplnost vyplyva z vlastnosti vyrokovej logiky.

AvSak napr. formula C je nezavisla od teérie T, neplatiT = C ani T F —C.
PretoT ¥ C aT ¥ —C, Cize T nie je negacne uplna.

Sémanticka a negacna uplnost

Je l'ahké vytvarat tedrie, ktoré st negacne nedplné: staci vynechat zopar
podstatnych axiém/formul.

Ak sa v8ak snazime ndjst tedriu T, ktora ¢o najuplnejSie popisuje nejaku
Cast sveta vyjadritelnu v jazyku £, chceeli by sme, aby pre kazdu uzavreta
formulu jazyka £ platilo bud T E F alebo T E —F. Preto by sme chceli
vediet efektivne rozhodnut, ¢i T F F alebo T F —F. Hladame teda negacne
uplné tedrie.

Prva Godelova veta o nelplnosti

Veta 20.1. Nech T je prvorddovd teéria v jazyku L s tymito vlastnostami:
« je kongzistentnd (nevyplyva z nej nepravda);
« je efektivne axiomatizovatelnd;

 obsahuje aritmetiku.

Potom T nie je negacne tiplna (t.j. existuje tvrdenie v £, ktoré nemozno z T
dokdzat ani vyvratit).

Prva Goédelova veta o nelplnosti

Idea dokazu — Godelova veta G: ,.toto je veta, ktord sa nedd dokazat*.

Aritmetiku potrebujeme na to, aby sme vedeli jednoznacne ocislovat v§etky
mozné formuly a tiezZ v§etky mozné dokazy (efektivna axiomatizovatelnost
zarucuje, Ze formuly aj dokazy sa daju enumerovat, je ich teda spocitatelne
vela). Potom vieme kltucovu vetu G zapisat ako prvoradovu formulu.

Ak by sa G dala dokézat, je nepravdivd, ¢o je spor s konzistentnostou.
Ak sa G dokazat ned4, je pravdiva. Ale potom -G je nepravdivd, a teda sa
nemoZe dat v konzistentnom systéme dokazat. Tedria T teda nie je negacne
uplna.
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Prva Godelova veta o nelplnosti

Skonstruovand Godelova veta Gy je sice dlh4, ale ma jednoduchu $truk-
taru, nejde o nejaku absurdne zlozita formulu.

Anielen to. Ak do T doplnime ako axiému jej Gy alebo ~G7, nadalej budu
splnené predpoklady prvej Godelovej vety, a vyslednd teéria bude stile ne-
gatne neuplna.

Toto prekvapivé tvrdenie z r. 1931 znamenalo krach Hilbertovho prog-
ramu z r. 1900 (snahy o kompletnt axiomatizaciu matematiky v style Euk-
lidovych zakladov).

Tarského veta

KItcovym krokom v dokaze prvej Godelovej vety je konStrukcia formuly
F,(k) vyjadrujucej, Ze formula s kédom k je dokdzatelnd v ramci daného
logického systému.

Tarského veta: v ramci daného logického systému nie je mozné zostrojit
formulu F,(k), ktora by vyjadrovala, Ze formula s kédom k je platna.

Pozorovanie:[2mm]

Velka cast logiky ako vedného odboru je zamerand na nahradenie prace
s pravdivostou pracou s dokdzatel'nostou, ktord je na rozdiel od pravdivosti
algoritmicky uchopitel'na.

Pojem vypoctu je s logikou velmi tizko spity: kvoli aplikdciam v logike
vlastne vznikli prvé formalizicie pojmu vypocet ¢i algoritmus (Gddel cca
1930 — primitivne rekurzivne funkcie).

Druha Goédelova veta o netplnosti

Veta 20.2. Ak S je bezosporny efektivne axiomatizovatelny formalny systém
obsahujtci aritmetiku (napr. PA), jeho bezospornost nemozno dokdzat'vrdmci S.

CiZe dokaz treba spravit neformalnou metativahou alebo v ramci iného
»silnejSieho* formalneho systému. Ako v§ak dokdzeme bezospornost tohto
druhého systému? ...

V tomto zmysle nevieme dokazat ani len bezospornost PA, nieto zloZitej-
Sich formaliz4cii matematiky.
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21 Dokazy ako programy

Prirodzena dedukcia / natural deduction

Prirodzend dedukcia: gentzenovsky systém, konstruktivne dokazy (nie
ako tabla, kde odvodzujeme spor).

Dokaz pre (AAC) —» (B — A):

—

. Predpokladajme A A C (hypotéza H;).

\S}

. Predpokladajme B (hypotéza H,).
3. ZA AC odvodime A —t.j. {H;, H,} = A (pravidlo A E; pouZité na 1).

4. Z predpokladu B sme odvodili A, preto {H;} + B — A (pravidlo — I
pouZité na 3, discharging H,).

5. Zpredpokladu AAC sme odvodili B — A, pretot (AAC) — (B - A)
(pravidlo — I pouZité na 4, discharging H;).
Lambda kalkul
Lambda kalkul:
« Formdlny systém na zapisovanie vypoctov.

« Vypocty su termy vznikajice kombinovanim dvoch jednoduchych ope-
racii:
- function abstraction (viazanie volnych premennych),
- function application (substittcia / skladanie funkcii).

+ Termy pozostavaju z funkcii (aj konstanty vhimame ako kon§tantné
funkcie).
Lambda kalkul: viazanie premennych
Viazanie premenne;j:

« K danému termu M mozno vytvorit novy term Ax.M.

« Premennd x, ktord reprezentuje vstup do funkcie, je tym viazana v
ramci termu M (vSetky jej vyskyty).
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« Term M mdZe obsahovat volné premenné.

+ Priklad: vAx.(x+Y)je x je viazana, ale y vol'na premenna (jej hodnota
prichadza kdesi zvonku).

Lambda kalkul: skladanie funkcii
Aplikovanie funkcie / skladanie funkcii / substittcia / f-redukcia:

« Z termov M, N mdZeme vytvorit term (MN).

« Priklad: ((Ax.M)N) — funkciu Ax.M aplikujeme na argument N, CiZe
vSetky viazané vyskyty x v rdmci M st nahradené N.
« Priklad: ((Ax.(x + 2)) 3).
- Tuje M vyraz (x + 2), x je viazand premennd a N je 3.
- Substitucia: nahrad' x vo vyraze (x + 2) ¢islom 3.

- Vysledok: (3 + 2), ¢o sa vyhodnoti na 5.

Lambda kalkul: typy

Lambda kalkul je turingovsky tplny, ¢iZe pripasta aj nekonecné vypocty
(napr. je mozné funkciu aplikovat na seba). Ak sa ndm to nepaci, moZeme
pridat mechanizmus na pracu s typmi, ktory zabezpeci konecnost (napr.
Simply Typed Lambda Calculus). Ukazka:

« atomické typy: void (prip. bool, int...)

« T; — T,: funkcia s argumentom typu T, vrati hodnotu typu T, napr.
Ax : Ty.e, kde e je telo funkcie vracajuce T,

 product type T; X T,, usporiadand dvojica objektov danych typov

Typy pridavaju obmedzenia pre skladanie funkcii, vdaka comu mame kon-
trolu aj nad algoritmickymi aspektmi (termy v lambda kalkule popisuja vy-

pocty).
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Lambda kalkul: typy a logické spojky
K danej vyrokovologickej formule vieme zostavit term v lambda kalkule.

« Formule A A C zodpoveda typ A X C. Na pracu s objektmi tohto typu
sa hodi funkcia proj,, ktord vrati i-ta zloZku danej dvojice.

« Formule
(AANC) - (B— A)

zodpoveda term
Ap : (AXC).(Aq : B.proj,(p)).

Tato funkcia prijima dokaz p vyroku A A C a vracia ,,vnutornu“ fun-
kciu. Tato vnutornd funkcia prijima dokaz q vyroku B a vracia dokaz
A (ziskany z p).

Curryho-Howardova koreSpondencia
Medzi dokazmi a vypoctami existuje ,,izomorfizmus®.

Logika (Prirodzena dedukcia)

Vypoéty (Lambda kalkul)

Vyrok (4, B, C) Typ (4,B,C)

PAQ product type P X Q

P->Q functional type P — Q

Dokaz / pravidla Term (program) / operacie
AEp (napr.z p : AAC dostafi A) | Projekcia (proj,(p))

— I (predpokladaj X, odvod Y) Lambda abstrakcia (Ax : X.y)
Formula: Typ:

(AANC) = (B—- A)

AxXC)—(B— A)

Nas dokaz (kroky dedukcie)

N4S program (lambda term):
Ap-(Aq.proj, (p))

Formula je dokazatel'n4 vtt existuje term zodpovedajuceho typu.

Lean: jazyk a interaktivny dokazovaci systém
Lean je dokazovy asistent zaloZeny na teorii typov (Calculus of Construc-
tions).

« Implementuje Curryho-Howardovu koreSpondenciu: vyroky su typy,
dokazy su termy.
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» Nadokéazanie formuly treba skonstruovat term zodpovedajiaceho typu.
+ Lean vie verifikovat existujuce dokazy (termy).

« Lean tieZ ponuka tzv. ,taktiky“, ktoré pomahaju automatizovat kon-
Strukciu dokazu (napr. mu mozno dat pokyn ,sprav rozbor pripa-
dov“, ,,zovSeobecni®, ,,pouZzi lemu®).

» mathlib jerastiicakniznica formdlne verifikovanych matematickych
tvrdeni

« ludia s Fieldsovou medailou v tom robia formalizované dokazy

Lean: dokaz pomocou taktik

-- Declare A, B, C as propositional atoms
variable (A B C : Prop)

theorem my_tactic : (AAC —- (B - A) := by
-- Assume the hypothesis (A A C) and call it h_ac
-- The goal becomes: B — A
intro h_ac
-- Deconstruct h_ac : A A C into its components.
-- This introduces h_a : A and h_c : C into the context.
-- The goal remains: B — A
obtain ¢(h_a, h_c) := h_ac
-- Assume the hypothesis B (the antecedent of the implication) and
call it h_b
-- The goal becomes: A
intro h_b
-- The goal is now A, and we have h_a : A in our context.
-- Use h_a to exactly prove the goal.
exact h_a

Lean: dokaz priamou konstrukciou termu
-- Declare A, B, C as propositions

variable (A B C : Prop)

-- Direct proof term
theorem my_term : (AACQ —» (B — A) :=
fun h_ac : A AC = -- Assume h_ac is a proof of A A C
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fun h.b : B => -- Assume h_b is a proof of B

-- Return the left component of h_ac, which is a proof of A (
like proj_1(p))

h_ac.left

Lean: kvantifikatory a pouzitie vety

-- Import necessary definitions (Nat, <, succ) and theorems
import Mathlib.Data.Nat.Order.Basic

-- Theorem from Mathlib: 0 is less than the successor of any n.
theorem zero_lt_succ (n : Nat) : 0 < Nat.succ n

-- Prove that there exists a natural number greater than 0.
example : 3 x : Nat, x > 0 :=
-- The type corresponding to an existential quantifier
-- 1s a pair (witness, proof for the witness).
-- We provide the witness ‘47‘ (which is ‘Nat.succ 46°)
-- and use ‘zero_lt_succ‘ to prove ‘47 > 0°.
(47, zero_lt_succ 46)

Lean: AlphaProof
AlphaProof (od Google DeepMind) m4 za ciel objavovat a overovat ma-
tematické dokazy pomocou umelej inteligencie. Za zéklad si vybrali Lean:

+ Lean ponuka spol'ahlivu formalnu verifikéciu.

+ Tato verifikécia je velmi rychla, pouziva ju napr. Amazon ako za-
kladna metddu na verifikdciu softvéru.

« Hoci problém splnitel'nosti formuly je nerozhodnutelny, Lean mé4 dobre
navrhnuty systém obmedzeni, ktory garantuje konec¢nost verifikacie
(napr. umozniuje pouzit len rekurziu, ktora dokazatelne skonci; ak
dokaz nevie najst Lean, ziada ho od uzivatela).

Lean: AlphaProof

« Jazyk, ktory pouZiva Lean, zahfiia nielen FOL, ale aj logiku vy$Sich
radov (napr. je mozné kvantifikovat cez funkcie, typy a predikaty).
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Vyjadrovacia sila formalizmu, na ktorom je Lean postaveny (Calcu-
lus of Inductive Constructions), sta¢i viac-menej na vSetko (okrem
,haschval skonstruovanych extrémov*).

« Systém taktik umoziiuje automatiziciu dokazov. Al moZe generovat
stratégie dokazu na vysokej urovni alebo konkrétne volania taktik,
ktoré Lean néasledne vykona a overi.

« mathlib — obrovska aktivne vyvijan4 kniZnica formalizovanej ma-
tematiky; moZno na nej trénovat Al.

22 Nadvazujuce predmety

Nadvazujiace predmety
Presna formulacia a dokazy tvrdeni z tejto prednasky:

+ Matematicka logika (2-INF-114)
Viac o vypocitatel'nosti:
+ Tedria vypocitatelnosti (2-INF-121)
Aplikacie logiky:
« Specifikacia a verifikdcia programov (1-AIN-470)
« Vypoctova logika (2-AIN-108)

» Reprezentdcia znalosti a inferencia (2-AIN-144)

Vypoctova fuzzy logika, modelovanie a systémy (2-AIN-113)

Ontoldgie a znalostné inZinierstvo (2-AIN-286)
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