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1. prednaska
Uvod
Atomické formuly a Strukttry

0 Uvod

0.1 Ologike

Co je logika
Logika je vedna disciplina, ktora Studuje usudzovanie.
Spréavne, raciondlne usudzovanie je zdkladom vedy a inZinierstva.
Vyzaduje rozoznat

+ spravne usudky z predpokladanych principov a pozorovania
« od chybnych tvah a §pekulécii.

Spréavnost usudkov, zd4 sa, nie je iba vec konvencie a dohody.
Logika sktima, aké st zdkonitosti spravneho usudzovania a preco su za-
konitostami.

Ako logika studuje usudzovanie
Logika m4 dva hlavné predmety zaujmu:
Jazyk zapis pozorovani, definicie pojmov, formulovanie teorii
Syntax pravidla zapisu tvrdeni
Sémantika vyznam tvrdeni

Usudzovanie (inferencia) odvodzovanie novych logickych désledkov z dote-
rajich poznatkov. Aky ma vztah s jazykom, Strukturou tvrdeni?



Jazyk, poznatky a tedrie

Jazyk slazZi na formulovanie tvrdeni, ktoré vyjadruja poznatky o svete
(principy jeho fungovania aj pozorované fakty).

Suboru poznatkov, ktoré povazujeme za pravdivé, hovorime feéria.

Priklad 0.1 (Party time!). Mame troch novych znamych — Kim, Jima a Sa-
rah. Organizujeme party a PO: chceme na riu pozvat niekoho z nich. Od
spolo¢nych kamaratov sme sa ale dozvedeli o ich poZiadavkach:

P1: Sarah nepdjde na party, ak pojde Kim.
P2: Jim p6jde na party, len ak pojde Kim.

P3: Sarah nepdjde bez Jima.

Mozné stavy sveta a modely

Jedna z otdzok, ktoré si o teorii o party moZeme poloZit, je: ,,MdéZu novi
znami prist na party tak, aby boli vSetky podmienky splnené? Ak ano, v akych
zostavach?*

Priamociaro (aj ked préacne) to zistime tak, Ze:

1. vymenujeme vSetky mozZné stavy sveta (1€asti novych znamych),

2. zistime, v ktorych su v§etky podmienky splnené.

K J S|P0O P1 P2 P3
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MozZné stavy sveta a modely
Tedria rozdel'uje mozné stavy sveta (interpretacie) na:
F stavy, v ktorych je pravdivd — modely teorie,

E stavy, v ktorych je nepravdiva.



Tvrdenie aj teéria moézu mat viacero modelov, ale aj Ziaden.
Priklad 0.2. Modelmi teérie PO, P1, P2, P3 st dve situécie: ked Kim pride
na party a ostatni novi znami nie, a ked Kim a Jim pridu na party a Sarah
nie.

K J S|P0 P1 P2 P3

n n n|n ¥ PO, P1, P2, P3
n n p|p p p n FEPO,P1,P2P3
n p nj|p p n ¥ PO, P1, P2, P3
n p pilp p n F PO, P1, P2, P3
p n n|p p p p F PO, P1, P2, P3
p n pilp n ¥ PO, P1, P2, P3
P p n|p p p p F PO, P1, P2, P3
P P pl|pP n E PO, P1, P2, P3

Logické dosledky

Casto je zaujimava in4 otdzka o teérii — musi byt nejaké tvrdenie prav-
divé vZdy, ked’ je pravdiva tedria?

V nasom priklade: Kto musi a kto nesmie prist na party, aby boli pod-
mienky PO, ..., P3 splnené?

K J S|P0 P1 P2 P3

n n n|n ¥ PO, P1, P2, P3
n n p|p p p n FPOPLP2P3
n p n|{p p n F PO, P1, P2, P3
n p p|p p n F PO, P1, P2, P3
p mn n|p p p p F PO, P1, P2, P3
p n p|p n F PO, P1, P2, P3
p p n|p p p p EPOPLP2P3
P P pP|lp n ¥ PO, P1, P2, P3

Logické dosledky

Logickymi dosledkami tedrie su tvrdenia, ktoré st pravdivé vo vietkych
modeloch teorie.

Priklad 0.3. Logickymi dosledkami teorie PO, P1, P2, P3 s napriklad:
« Kim pride na party.
« Sarah nepride na pdrty.

Logickych dosledkov je nekonecne vela, m6Zu nimi byt Iubovolne zlozité
tvrdenia:



« Na party pride Kim alebo Jim.
+ Ak pride Sarah, tak pride aj Jim.

« Ak pride Jim, tak nepride Sarah.

Logické usudzovanie

Presktimat vSetky stavy sveta je ¢asto nepraktické aZ nemozné.

Logické dosledky ale mdzeme odvodzovat usudzovanim (inferovat).

Pri odvodeni vychadzame z premis (predpokladov) a postupnostou sprdav-
nych usudkov dospievame k zdverom.

Priklad 0.4. Vieme, Ze ak na party pdjde Kim, tak nepo6jde Sarah (P1), a Ze
ak pojde Jim, tak pojde Kim (P2).

1. Predpokladajme, Ze na party pojde Jim.

2. Podla 1. a P2 pojde aj Kim.

3. Podla 2. a P1 nep6jde Sarah.

Teda podla uvedenej uvahy: Ak na party pdjde Jim, tak nep6jde Sarah.

Dedukcia
Usudok je spravny (korektny) vtedy, ked vZdy, ked su pravdivé jeho pre-
misy, je pravdivy aj jeho zaver.
Ak su vsetky usudky v odvodeni spravne, zaver je logickym doésledkom
premis a odvodenie je jeho dékazom z premis.
Dedukcia je usudzovanie, pri ktorom sa pouZivaju iba spravne usudky.
Logika Studuje dedukciu, ale aj niektoré nededuktivne usudky, ktoré sa
vo vSeobecnosti nespravne, ale st spravne v Specidlnych pripadoch alebo su
ugitocné:
« indukcia — zovSeobecnenie;
« abdukcia — odvodzovanie moznych pric¢in z nasledkov;

« usudzovanie na zaklade analdgie (podobnosti).



Kontrapriklady
Ak tsudok nie je spravny, existuje kontrapriklad — stav sveta, v ktorom
su predpoklady pravdivé, ale zdver je nepravdivy.

Priklad 0.5. Nespravny usudok: Ak platia tvrdenia tedrie o party, na party
pride Jim.

Kontrapriklad: Stav, kedy pride Kim, nepride Jim, nepride Sarah.

Teoria je pravdivd, vyrok ,,na party pride Jim“ nie je pravdivy.

K J S

n n n FPO PI,P2P3
n n p EPO,PLP2P3
n p n FEPO,PLP2P3
n p p FPO,PILP2P3
p n n EPO,P1P2P3
p n p EPOPLP2P3
p p n EPOPLP2P3
P p p EPOPLP2P3

Matematicka logika
Matematicka logika

« modeluje jazyk, jeho sémantiku a usudzovanie ako matematické ob-
jekty (mnoZiny, postuposti, zobrazenia, stromy);

« rieSi logické problémy matematickymi metédami.

Rozvinula sa koncom 19. a v prvej polovici 20. storo¢ia hlavne vdaka
Hilbertovmu programu — snahe vybudovat zdklady matematiky bez spo-
rov a paradoxov, mechanizovat overovanie dékazov alebo priamo hladanie
matematickych viet.

Matematicka logika a informatika

Informatika sa vyvinula z matematickej logiky (J. von Neumann, A. Tu-
ring, A. Church, ...)

Vicsina programovacich jazykov obsahuje logické prvky:

e all(x >m for x in arr),

fragmenty niektorych st priamo preloZiteIné na logické formuly:



o SELECT tl.x, t2.y FROM t1 INNER JOIN t2 ON tl.z = t2.z WHERE
tl.z > 25,

niektoré (Prolog) s podmnozinou logickych jazykov.
Metodami logiky sa da presne Specifikovat, ¢o ma program robit, popisat,
¢o robi, a dokdzat, Ze robi to, ¢o bolo Specifikované.

Matematicka logika a informatika
Vela otazok v logike je algoritmickych:

« MoZno usudzovanie pre danu triedu jazykov automatizovat?

« Da sa ngjst dokaz pre tvrdenia s takouto Struktarou dostatocne rych-
lym algoritmom?

Vypoctovd logika hlada algoritmické rieSenia problémov pre rozne triedy
logickych jazykov. Aplikovatelné na iné tazké problémy (grafové, planova-
cie, vysvetlovanie, ...) vyjadritelné v prislusnej triede.

Logika umoziiuje hl'adat vS§eobecné odpovede.

« Ak mozZno vlastnost grafu popisat prvorddovou formulou s najviac
dvomi kvantifikatormi a zaroven ..., existuje pomerne rychly algorit-
mus, ktory rozhodne, ¢i dany graf tto vlastnost ma.

Automatizované dokazovace: napr. vr. 1996 pocita¢ dokazal Robbins Con-
jecture, ktord odoldvala I'udskej snahe 60 rokov.

Formalne jazyky a formalizacia
Matematicka logika nepracuje s prirodzenym jazykom, ale s jeho zjedno-
dusenymi modelmi — formdalnymi jazykmi.

+ Presne definovan4, zjednodu$end syntax a sémantika.

« Obchdadzaju problémy prirodzeného jazyka:

viacznacnost slov, nejednoznacné syntaktické vztahy, zloZita syn-
taktickd analyzu, vyminky, obraty s ustdlenym vyznamom, ...

« Niekolko formalnych jazykov uz pozndte: aritmetika, jazyky fyzikal-
nych a chemickych vzorcov, programovacie jazyky, ...



Problémy z inych oblasti opisané v prirodzenom jazyku musime najprv
sformalizovat, a potom nail mdézeme pouZit apardt mat. logiky.
Formalizacia vyZaduje cvik — trocha veda, trocha umenie.

Tazkosti s prirodzenym jazykom
Prirodzeny jazyk je problematicky:

+ Viacznacné slova: Milo je v poslucharni A.
« Viacznacné tvrdenia: Videl som dievca v sale s dalekohladom.

« Tazko syntakticky analyzovatelné tvrdenia:

Vlastnici bytov a nebytovych priestorov v dome prijimaju rozhodnutia na schodzi
priestorov v dome, ak hlasujui o zmluve o tvere a o kazdom dodatku k nej, o zmluve
o zabezpeceni tveru a o kazdom dodatku k nej, o zmluve o ndjme a ktipe veci, ktorti
vlastnici bytov a nebytovych priestorov v dome uZivaju s pravom jej kupy po uplynuti
dojednaného €asu uzivania a o kazdom dodatku k nej, o zmluve o vstavbe alebo nad-
stavbe a o kaZdom dodatku k nim, o zmene tcelu uZivania spolo¢nych ¢asti domu
a spolo¢nych zariadeni domu a o zmene formy vykonu spravy; ...

— Zakon ¢. 182/1993 Z. z. SR v zneni neskorsich predpisov

« Vynimky a obraty so Specidlnym ustdlenym vyznamom: Nikto nie je
dokonaly.

Formalizacia poznatkov
S formalizaciou ste sa uz stretli — napriklad pri rieSeni slovnych uloh:

Karol je trikrat star$i ako Maria. k=3-m
Sucet Karolovho a Mdriinho veku je 12 rokov.  w»
Kolko rokov maju Karol a Maria? k+m=12

Stretli ste sa uZ aj s formélnym jazykom vyrokovej logiky.

Priklad 0.6. Sformalizujme nas party priklad:
PO: Niekto z trojice Kim, Jim, Sarah pojde na party. p(K) v p(J) v p(S)

P1: Sarah nepojde na party, ak pojde Kim. p(K) = —p(S)



P2: Jim pojde na party, len ak p6jde Kim. p(J) = —p(K)

P3: Sarah nepojde bez Jima. =p(J) = —p(S)
Vsimnite si, kolko vetnych konStrukcii v sloven¢ine zodpoveda jednej
formalnej spojke —-.

Logika prvého radu

Jazyk logiky prvého radu (FOL) je jeden zo zdkladnych formalnych jazy-
kov, ktorym sa logika zaobera.

Do dnesnej podoby sa vyvinul koncom 19. a v prvej polovici 20. storocia —
G. Frege, G. Peano, C. S. Peirce.

Vyrokové spojky + kvantifikdatory V a 3.

D4 sa v iom vyjadrit vela zaujimavych tvrdeni, beZne sa pouZiva v ma-
tematike.

Ve>036>0..

Kalkuly — formalizacia usudzovania
Pre mnohé logické jazyky su zndme kalkuly — mnoZiny usudzovacich
pravidiel, ktoré st

korektné — odvodzuju iba logické dosledky,

uplné — umoznuju odvodit vSetky logické dosledky.

Kalkuly st beZzné v matematike
« kalkul elementarnej aritmetiky: na pocitanie s ¢islami, zlomkami,
« kalkul linedrnej algebry: rieSenie linedrnych rovnic,

« kalkul matematickej analyzy: derivovanie, integrovanie, rieSenie di-
ferencidlnych rovnic

Su korektné, ale nie vZdy uplné.
Poznéte uz aj jeden logicky kalkul — ekvivalentné upravy.
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Schéma riesenia problémov pomocou logiky

neformalne vyroky neformalna otazka
l formalizacia l
formalna teoria formalny problém

(ne)splnitelnost, hladanie vietkych modelov,
vyplyvanie/nezévislost konkrétnych formul, ...

proces rieSenia formalneho problému

odpoved na formalny problém

. Lo
Interpretacia

odpoved na neformalnu otazku

0.2 O kurzoch LPl a UdML

Pristup k logike na tomto predmete

StredoSkolsky pristup prili§ neoddeluje jazyk vyrokov od jeho vyznamu
a vlastne ani jednu stranku nedefinuje jasne.

Prevedieme vas zakladmi matematickej a vypoctovej logiky pre (postupne
Coraz zloZitejSie) fragmenty jazykov logiky prvého radu.

Teoretickd Cast:

« Matematické definicie logickych pojmov (vyrok, model, logicky do-
sledok, dokaz, ...)

» Doékazy ich vlastnosti

Prakticka cast
« Dadtové Struktury na reprezentéciu logickych objektov
« Algoritmické rieSenie logickych problémov

» Formalizdcia roznych problémov v logickych jazykoch a ich rieSenie
néstrojmi na rieSenie logickych problémov

11


https://youtu.be/zV_wpj7ncps?t=3m49s

Organizacia kurzu — rozvrh, kontakty, pravidla
Organizécia — rozvrh, kontakty a pravidla absolvovania — je popisané na
oficidlnych webovych strankach predmetov:

1-AIN-412 https:/dai.fmph.uniba.sk/w/Course:Logic_for_CS

1-INF-210 http:/www.dcs.fmph.uniba.sk/~mazak/vyucba/udml/

1 Atomické formuly a Struktury

Jazyky logiky prvého radu
Logika prvého radu je trieda (rodina) formalnych jazykov.
Zdielaju:
« Casti abecedy — logické symboly (spojky, kvantifikatory)

« pravidla tvorby formiil (slov)

LiSia sa v mimologickych symboloch — Cast abecedy, pomocou ktorej sa
tvoria najjednoduchsie — atomické formuly (atémy).

Atomické formuly a vyroky v prirodzenom jazyku

Atomické formuly logiky prvého rddu zodpovedaju pozitivnym jednodu-
chym vetdm o vlastnostiach, stavoch, vztahoch a rovnosti jednotlivych po-
menovanych objektov.

Priklady 1.1.

12
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@ Milo bezi. © Jarka nie je doma.

@ Jarka vidi Mila. © Niekto je doma.
@ Milo bezi, ale Jarka ho nevidi. @ sSucet2a2je3s.
© Jarka vidi vSetkych. @ Prezidentkou SR je Zuzana Ca-

@ Jarka dala Milovi Bobyho v piatok. putova.

Atomické formuly sa skladaju z individuovych konstant a predikatovych
symbolov.

Individuové konstanty

Individuové konstanty st symboly jazyka logiky prvého radu, ktoré po-
menuvaju jednotlivé, pevne zvolené objekty.

Zodpovedaju pribliZne vlastnym mendm, jednozna¢nym pomenovaniam,
niekedy zdmenam; konstantdm v matematike a programovacich jazykoch.

Priklady 1.2. Jarka, 2, Zuzana_Caputova, sobota, 7, ...

Individuova konStanta:
« vzdy pomentva skuto¢ny, existujuci objekt (na rozdiel od vlastného mena Yeti);

+ nikdy nepomentva viac objektov (na rozdiel od vlastného mena Jarka).
Objekt z domény, ktord chceme prvoradovym jazykom opisat,
« moZe byt pomenovany aj viacerymi individuovymi konstantami (napr. Prezidentka_
SR a Zuzana_Caputova);

o nemusi mat ziadne meno.

Predikatové symboly a arita

Predikatové symboly su symboly jazyka logiky prvého radu, ktoré ozna-
¢uju vlastnosti alebo vztahy.

Zodpovedaju

« prisudkom v slovenskych vetich,
« mnoZinam alebo relacidm v matematike,

« identifikatorom funkcii s boolovskou navratovou hodnotou.
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Predikatovy symbol ma pevne ureny pocet argumentov — aritu.

VZdy musi mat prave tol'ko argumentov, ak4 je jeho arita.

Uloha argumentu v predikate je dand jeho poradim (podobne ako po-
zi¢né argumenty funkcii/metdéd v prog. jazykoch).

Dohoda 1.3. Aritu budeme niekedy pisat ako horny index symbolu. Napri-
klad bezi!, vidi2, dal*, <2.

Zamyslany vyznam predikatovych symbolov
Unarny predikatovy symbol (teda s aritou 1) zvy¢ajne oznacuje vlastnost,
druh, rolu, stav.

Priklady 1.4.  pes(x) X je pes
Cierne(x) x je Cierne
bezi(x) x bezi

Bindrny, terndrny, ... predikatovy symbol (s aritou 2, 3, ...) zvy€ajne
oznacuje vztah svojich argumentov.
Priklady 1.5. vidi(x,y) x vidi y

dal(x,y,z,t) x dal(a/o) objektu y objekt z v ¢ase ¢

Kategorickost vyznamu predikatovych symbolov

V beznom jazyku Casto nie je celkom jasné, ¢i objekt ma alebo nem4 ne-
jaku vlastnost — kedy je niekto mlady?

Predikatové symboly predstavuju kategorické vlastnosti/vztahy — pre kazdy
objekt sa d4 jednoznacne rozhodniit, ¢i ma alebo nema tuto vlastnost/vztah
s inym objektom ¢i inymi objektmi.

Vyznam predikatového symbolu preto ¢asto zodpoveda rovnakému slo-
venskému predikatu iba pribliZne.

Priklad 1.6. Predikat mlad$i?> moze oznacovat vztah ,x je mladsi ako y*
presne.
Predik4t mlady® zodpoved4 vlastnosti ,,x je mlady“ iba pribliZne.

Nekategorickymi vlastnostami sa zaoberaju fuzzy logiky. Predikaty v nich zachytavaju
vyznam tychto vlastnosti presnejsie.

14



Atomické formuly
Atomické formuly maju tvar

predikat(argument,, argument,, ... ,argument, ),
alebo
argument, = argument,,

pri¢om k je arita predikdtu, a argument,, ..., argument,; su (nateraz) indi-
viduové konStanty.

Atomickd formula zodpovedd (jednoduchému) vyroku v slovencine, t.].
tvrdeniu, ktorého pravdivostnd hodnota (pravda alebo nepravda) sa d4 jed-
noznacéne urcit, lebo predikat oznacuje kategoricku vlastnost/vztah a individuové kon-
Stanty jednoznacne oznacuju objekty.

Formalizacia jednoduchych vyrokov

Formalizdcia je preklad vyrokov z prirodzeného jazyka do formélneho
logického jazyka.

Nie je to jednoznacny proces.

V spojeni s ndvrhom vlastného jazyka (konstant a predikatov) je typicky
iterativna.

« Postupne zistujeme, aké predikaty a konstanty potrebujeme, upravu-
jeme predchadzajuce formalizacie.

« Zanedbivame nepodstatné detaily.
« Doterajsi jazyk sa snaZime vyuZit ¢o najlepsie.
Navrh jazyka popri formalizacii
Priklad 1.7. A,: Jarka dala Milovi Bobyho.
w dCarka) dalBebyhettarka, Milo) dal(Jarka, Milo, Boby)
A,: Evka dostala Bobyho od Mila.

w  dalBobyhkefivito Evka) dal(Milo, Evka, Boby)

15



Aj: Evka dala Jarke Cilku.

w dalCilkusfEvka, Jarka) dal(Evka, Jarka, Cilka)
A,: Boby je pes.
~ pes(Boby)
Navrh jazyka pri formalizacii
Minimalizujeme pocet predikatov, uprednostiiujeme flexibilnejsie, via-

cucelovejsie (dal® pred dalBobyho? a dalCilku?).
Dosiahneme

« expresivnejsi jazyk (vyjadri viac mensim poctom prostriedkov),
« zrejmejSie logické vztahy vyrokov.

Podobné normalizacii databazovych schém.

1.1 Syntax atomickych formdl

Presné definicie
Cielom logiky je uvaZovat o jazyku, vyrokoch, vyplyvani, dokazoch.
Vypoctova logika sa snazi automaticky riesit konkrétne problémy vyjad-
rené v logickych jazykoch.
Spol'ahlivé a overitelné uvahy a vypocty vyZaduju presnii dohodu na tom,
o ¢om hovorime — definiciu logickych pojmov (jazyk, vyrok, pravdivost, ... ).
Pojmy (napr. atomickd formula) moézeme zadefinovat napriklad

« matematicky ako mnoZiny, n-tice, relacie, funkcie, postupnosti, ...;

« informaticky tym, Ze ich naprogramujeme, napr. zadefinujeme triedu
AtomickaFormula v Pythone.

Matematicky jazyk je univerzalnejsi ako programovaci — abstraktne;jsi, me-
nej nie az tak podstatnych detailov.
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Syntax atomickych formul logiky prvého radu
Najprv sa musime dohodnut na tom, akd je syntax atomickych formul
logiky prvého radu:

« z ¢oho sa skladaju,
« ¢im vlastne su,

« aku maju Strukturu.

Symboly jazyka atomickych formul logiky prvého radu
Z ¢oho sa skladaju atomické formuly?
Definicia 1.8. Symbolmi jazyka £ atomickych formul logiky prvého radu sa
mimologické, logické a pomocné symboly, pricom:
Mimologickymi symbolmi su
« individuové konstanty z nejakej neprazdnej spocitateInej mnoziny C

« a predikdtové symboly z nejakej spocitatel nej mnoZiny 2.
Jedinym logickym symbolom je = (symbol rovnosti).
Pomocnymi symbolmi su (, ) a, (Iava, prava zatvorka a Ciarka).
MnoZiny €, a P, su disjunktné. Pomocné symboly sa nevyskytuju v sym-
boloch z € ani P . Kazdému symbolu P € P, je priradend arita ar . (P) €
N*.

Abeceda jazyka atomickych formul logiky prvého radu

Na Uvode do teoretickej informatiky/Formdalnych jazykoch a automa-
toch by ste povedali, Ze abecedou jazyka £ atomickych formul logiky prvého
radujeZ, = €, UP, U{=,(,), .}

V logike sa vic¢§inou pojem abeceda nepouziva, pretoze potrebujeme roz-
liSovat rézne druhy symbolov.

Namiesto abeceda jazyka £ hovorime mnozina vsetkych symbolov jazyka £
alebo len symboly jazyka L.

Na zépise mnoziny X, vS8ak lahko vidime, ¢im sa r6zne jazyky atomic-
kych formul logiky prvého radu od seba liSia a ¢o maju spolo¢né.
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Priklady symbolov jazykov atomickych formdl logiky prvého radu

Priklad 1.9. Priklad o detoch a zvieratkdch sme sformalizovali vjazyku £,
v ktorom

€y, = {Boby, Cilka, Evka, Jarka, Milo},
P, =1dal,pes}, arg (dal)=3, arg, (pes)=1.

Priklad 1.10. Priklad o navStevnikoch party by sme mohli sformalizovat
v jazyku £ kde

G,Cpmy = {Kim, Jim, Sarah},
(pride) = 1.

party>

P, ={pride}, ar,

party party

Oznacenia symbolov

Ked budeme hovorit o I'ubovolnom jazyku £, ¢asto budeme potrebovat
nejak oznacit niektoré jeho konstanty alebo predikaty, aj ked nebudeme
vediet, aké konkrétne symboly to st.

Na oznacenie symbolov pouZijeme meta premenné: premenné v (mate-
matickej) slovencine, pomocou ktorych budeme hovorit o (po grécky meta)
tychto symboloch.

Dohoda 1.11. Individuové kon§tanty budeme spravidla oznacovat meta pre-
mennymi a, b, ¢, d s pripadnymi dolnymi indexmi.

Predikatové symboly budeme spravidla oznacovat meta premennymi P,
Q, R s pripadnymi dolnymi indexmi.

Atomické formuly jazyka
Co st atomické formuly?

Definicia 1.12. Nech £ je jazyk atomickych formul logiky prvého radu.

Rovnostny atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = c,, kde ¢;
a ¢, su individuové konstanty z C .

Predikdtovy atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(cy, ..., c,),
kde P je predikatovy symbol z P, s aritou n a cy, ..., ¢, st individuové
konstanty z C.

Atomickymi formulami (skratene atomami) jazyka £ sihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka £.

Mnozinu vSetkych atdmov jazyka £ oznacujeme A ..
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Slova jazyka atomickych formul logiky prvého radu
Na UTI/FoJaby ste povedali, Ze jazyk £ atomickych formul logiky prvého
rddu nad abecedou X, = €, U P, U{=,(,),,} je mnozina slov

{ecr=c |l €Cr0€C}
u{P(cy,...,c,) | P € P ar . (P)=n,c; €Cy,...,c,, EC. L

V logike sa jazyk takto nedefinuje, pretoze potrebujeme rozliSovat rozne
druhy slov.

Priklady atémov jazyka

Priklad 1.13. Vjazyku Lg4,, kde Ce,, = {Boby, Cilka, Evka, Jarka, Milo}, Pe.,
{dal, pes}, ar, (dal) = 3, ar;_(pes) = 1, st okrem inych rovnostné atomy:

Boby = Boby Cilka = Boby
Evka = Jarka Boby = Cilka

a predikatové atémy:

pes(Cilka) dal(Cilka, Milo, Boby) dal(Jarka, Evka, Milo).

Atomy ako triedy
Atom
args: list(Constant)
Atom(args: list(Constant))
EqualityAtom PredicateAtom
predSym: string

EqualityAtom(lhs: Constant, rhs: PredicateAtom(predSym: string,
Constant) args: List(Konstanta))

1.2 Struktury

Vyhodnotenie atomickej formuly

19



Ako zistime, ¢i je atomicka formula pes(Boby) pravdiva v nejakej situacii
(napriklad u babky Evky, Jarky a Mila na dedine)?
Pozrieme sa na tuto situdciu a zistime:

1. aky objekt b pomentuva konStanta Boby;
2. aku vlastnost p oznacuje predikat pes;

3. Ciobjekt b m4 vlastnost p.

Evka

Jarka 4>i é *
Y /ﬁ‘ "4 Cilka
[

-
T pes
Vyhodnotenie atomickej formuly

Ako modZeme tento postup matematicky alebo informaticky modelovat?
Potrebujeme:

Milo

« matematicky/informaticky model situdcie (stavu vybranej Casti sveta),
+ postup na jeho pouZitie pri vyhodnocovani pravdivosti formul.
Matematicky model stavu sveta
Ako moZeme matematicky popisat nejaku situdciu tak, aby sme pomo-

cou tohto popisu mohli vyhodnocovat atomické formuly v nejakom jazyku
logiky prvého radu £7?

Matematicky model stavu sveta
Potrebujeme vediet:

« ktoré objekty su v popisovanej situécii pritomné,

» mnoZina vSetkych tychto objektov — doména;
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« jednoznacné priradenie vyznamu vSetkym individuovym konstantam
a predikatom z jazyka £

» interpretacnd funkcia;

« pre kazdu individuovu konS$tantu c z jazyka £, ktory objekt z domény
konStanta ¢ pomentva,

 pre kazdy unarny predikat P z jazyka £, ktoré objekty z domény maju
vlastnost oznacenu predikatom P,

» tvoria podmnoZinu domény;

« pre kazdy n-arny predikat R z jazyka £, n > 1, ktoré n-tice objektov
z domény su vo vztahu ozn. pred. R,

» tvoria n-drnu reldciu na doméne.

Struktura pre jazyk

Definicia 1.14. Nech £ je jazyk atomickych formul logiky prvého radu.
Strukturou pre jazyk £ (niekedy interpretdciou jazyka £)nazyvame dvoj-
icu M = (D, i), kde D je I'ubovolna neprdzdna mnozina nazyvana doména
Struktury M; i je zobrazenie, nazyvané interpreta¢nd funkcia Struktury M,
ktoré

+ kazdej individuovej konstante c jazyka £ priraduje prvok i(c) € D;

« kaZzdému predikatovému symbolu P jazyka £ s aritou n priraduje
mnozinu i(P) C D".

Dohoda 1.15. Struktury oznacujeme velkymi pisanymi pismenami M, V',

Priklad struktury
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Evka

Jarka 4>i é, *
v A v Cilka
i

a
T pes
Priklad 1.16.

M=@D.D, D ={i,:':, A @A
i(Boby) = 1-'.' i(Cilka) =
i(Evka) = & i(Jarka) = ! i(Milo) = W
i(pes) = {v, v}
i(dah) = {(W, &, v

Milo

NCY RORCY ¥

Struktura ako informaticky objekt
Struktdaru sme definovali pomocou matematickych objektov.

Aky informaticky objekt sa podobd na Struktuaru?

Databdza:

Predikatové symboly jazyka ~ velmi zjednoduSend schéma DB (arita ~
pocet stipcov)

Interpretacia predikatovych symbolov ~ konkrétne tabul'ky s datami

i(pest) i(dal®)
1 1 2 3
w Y &
.1 . s
P RN
¥ b W

Struktiry — upozornenia
Struktur pre dany jazyk je nekonecne vela.
Doména Struktary
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« nesuvisi so zamyslanym vyznamom interpretovaného jazyka;
« mdze mat I'ubovolné prvky;
« mozZe byt nekonecnd.
Interpretacia symbolov konS$tant:
« kaZdej konStante je priradeny objekt domény;
+ nie kazdy objekt domény musi byt priradeny nejakej konStante;
« rdznym konStantdm mozZe byt priradeny rovnaky objekt.

Interpretacie predikatovych symbolov mézu byt nekonecné.

Priklad 1.17 (Strukttra s nekone¢nou doménou). M = (N, i) i(pes) =
{2n|neN} i(da) ={(n,m,n+m) | n,me N}
i(Boby) =0  i(Cilka) =1 i(Evka) =3 i(Jarka) =5 i(Milo) =0

1.3 Sémantika atomickych formul

Pravdivost atomickej formuly v Struktuare
Ako zistime, ¢i je atomickd formula pravdiva v Strukture?

Definicia 1.18. Nech M = (D, i) je Struktura pre jazyk £ atomickych for-
mul jazyka logiky prvého radu.

Rovnostny atém c; = c, jazyka £ je pravdivy v Strukture M vtedy a len
vtedy, ked i(c;) = i(cy).

Predikatovy atom P(cy, ..., c,) jazyka £ je pravdivy v Struktire M vtedy
a len vtedy, ked (i(cy), ..., i(c,)) € i(P).

Vztah atom A je pravdivy v Struktiire M skratene zapisujeme M E A.
Hovorime aj, Ze M je modelom A.

Vztah atém A nie je pravdivy v Struktire M zapisujeme M F A. Hovorime
aj, Zze A je nepravdivy v M a M nie je modelom A.

Priklad 1.19 (UrcCenie pravdivosti atébmov v Strukture).
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. ° °
=00, D=4 3 B A Rt
i(Boby) = w i(Cilka) = ¥
i(Evka) =&  i(Jarka)=8  i(Milo)= Y
i(pes) = {¥¥, v}
. o, o O [
i(dah) = (. & ) (B, B, w)- (&, 8. 0)
Atom pes(Boby) je pravdivy v Struktare M, t.j., M F pes(Boby), lebo
objekt i(Boby) = ¥ je prvkom mnoziny {y¥, v} = i(pes).
Atom dal(Evka, Jarka, Cilka) je pravdivyv M, t.j., M F dal(Evka, Jarka, Cilka),
lebo (i(Evka), i(Jarka), i(Cilka)) = (&, §, %) € i(dal).
Atém Cilka = Boby nie je pravdivy v M, t.j., M ¥ Cilka = Boby, lebo
i(Cilka) = & # ¥ = i(Boby).

1.4 Zhrnutie

Zhrnutie
» Logika prvého radu je rodina formdlnych jazykov.

« Kazdy jazyk logiky prvého raddu je dany neprazdnou mnozinou indi-
viduovych konstdnt a mnoZinou predikatovych symbolov.
« Atomické formuly st zdkladnymi vyrazmi prvorddového jazyka.

- Postupnosti symbolov P(cy, ..., ¢,) (predikatové) a ¢; = ¢, (rov-
nostné).

- Zodpovedaju pozitivhym jednoduchym vyrokom o vlastnostiach,
stavoch, vztahoch, rovnosti jednotlivych pomenovanych objek-
tov.

« Vyznam jazyku dava Struktura — matematicky opis stavu sveta

- Skladé sa z neprazdnej domény a z interpretacnej funkcie.

- KonStanty interpretuje ako prvky domény.

- Predikaty interpretuje ako podmnoZiny domény/relacie na do-
meéne.
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« Pravdivost atomu urc¢ime interpretovanim argumentov a zistenim, ¢i
je vyslednd n-tica objektov prvkom interpretacie predikatu, resp. pri
rovnostnom atéme, ¢i sa objekty rovnaju.
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2. prednaska
Vyrokovologické spojky a ohodnotenia

Rekapitulacia
Minuly tyzden sme si povedali:

« Co su symboly jazyka atomickych formul logiky prvého radu;
« Co su atomické formuly;

« Cosu Struktary:

modely stavu sveta,

neprazdna doména + interpretacnd funkcia,

konstanty oznacuju objekty,

predikaty oznacuju vztahy a vlastnosti;
« kedy st atomické formuly pravdivé v danej Strukture.
« Jazyk atomickych formul je oproti slovencine vel'mi slaby:.

« Mo6zu byt pravdivé vo vel'mi ¢udnych Struktarach.

2 Vyrokovologické spojky a ohodnotenia

Vyrokovologické spojky
Atomické formuly logiky prvého raidu méZeme spdjat do zloZitejSich tvr-
deni vyrokovologickymi spojkami.

« Zodpovedaju spojkam v slovencine, ktorymi vytvarame stvetia.

« Vyznamom spojky je vZdy boolovska funkcia, teda funkcia na pravdi-
vostnych hodnotéach spajanych vyrokov. Pravdivostnd hodnota zloZe-
ného vyroku zavisi iba od pravdivostnych hodno6t podvyrokov.

Priklad 2.1. Negécia, konjunkcia, disjunkcia, implikacia, ekvivalencia, ...
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Nevyrokovologické spojky

Negativny priklad
Spojka pretoze nie je vyrokovologicka.

Dokaz. Uvazujme o vyroku ,,Karol je doma, pretoZe Jarka je v Skole“.

Je pravdivy v situdcii: Je 18:00 a Karol je doma, aby Siel na prechadzku
s ich psom. Ten by inak musel ¢akat na Jarku, ktora sa zo Skoly vrati az
0 19:30.

Nie je pravdivy v situdcii: Jarka iSla rano do 8koly, ale Karol ostal doma,
lebo je chory. S Jarkinou pritomnostou v §kole to nesuvisi.

V oboch situécidch su vyroky ,,Karol je doma*“ aj ,,Jarka je v skole“ prav-
divé, ale pravdivostna hodnota zloZeného vyroku je rézna. Nezdvisi iba od
pravdivostnych hodnot podvyrokov (ale od existencie vztahu pricina-nasledok
medzi nimi).

Spojka pretoZe teda nie je funkciou na pravdivostnych hodnotéach. O

2.1 Boolovské spojky

Negacia
Negdcia = je undrna spojka — m4 jeden argument, formulu.
Zodpoveda vyrazom nie, ,nie je pravda, Ze ... “, predpone ne-.
Lubovolne vnaratel'na.
Formula vytvorend negaciou sa nezdtvorkuje.
Okolo argumentu negacie nepriddvame zatvorky, ale moze ich mat on
sdm, ak to jeho Struktura vyZaduje.
Priklad 2.2.
—doma(Karol) Karol nie je doma.
—Jarka = Karol Jarka nie je Karol.
——-poslicha(Cilka)  Nie je pravda, Ze nie je pravda,
Ze Cilka neposlucha.

(odematiaral)) nespravna

- o syntax

Negacia rovnostného atomu
Rovnost nie je spojka, preto:
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@ - Jarka = Karol — Jarka nie je Karol.
@ - (Jarka = Karol )

Zatvorky su zbytocné, lebo Citanie ,,«Nie je pravda, Ze Jarka» sa rovnd Ka-
rol“ je nezmyselné:

1. Syntakticky: Negicia sa vztahuje na formulu. Kon$tanta nie je for-
mula, rovnost s oboma argumentmi je.

2. Sémanticky: Negdcia je funkcia na pravdivostnych hodnotach. Kon-
Stanty oznacuju objekty domény. Objekty nie st pravdivé ani neprav-
divé.

Dohoda 2.3. Formulu =7 = o budeme skratene zapisovat 7 # o.

Konjunkcia
Konjunkcia A je bindrna spojka.
Zodpoveda spojkam a, aj, i, tiez, ale, avsak, no, hoci, ani, ba (aj/ani), ...
Formalizujeme tiou zlu€ovacie, stupriovacie a odporovacie stvetia:

« Jarka je doma aj Karol je doma.
(doma(Jarka) A doma(Karol))

« Jarka je v Skole, no Karol je doma.
(v_skole(Jarka) A doma(Karol))

+ AniJarka nie je doma, ani Karol tam nie je.
(—~doma(Jarka) A =doma(Karol))

« Nielen Jarka je chord, ale aj Karol je chory.
(chory(Jarka) A chory(Karol))

ZloZenu formulu vzdy zdtvorkujeme.
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Formalizacia viacnasobnych vetnych c¢lenov konjunkciou
Zlucovacie viacnasobné vetné ¢leny tieZ formalizujeme ako konjunkcie:

« Jarka aj Karol st doma.
(doma(Jarka) A doma(Karol))

« Karol sa potkol a spadol.
(potkol_sa(Karol) A spadol(Karol))

« Jarka dostala Bobyho od mamy a otca.
(dostal(Jarka, Boby, mama) A dostal(Jarka, Boby, otec))

Podobne (jednoduché a viacnasobné zlucovacie) privlastky vlastnosti:

« Eismann je rusky Spion.
(Rus(Eismann) A spion(Eismann))

» Boby je maly cierny psik.
((maly(Boby) A ¢ierny(Boby)) A pes(Boby))

Stratené v preklade
Zlucovacie suvetia niekedy vyjadruja ¢asovu naslednost, ktora sa pri pria-

mociarom preklade do logiky prvého radu strdca:
« Jarka a Karol sa stretli a iSli do kina. (stretli_sa(Jarka, Karol) A
(do_kina(Jarka) A do_kina(Karol)))

« JarkaaKarol i§li dokina a stretli sa. ((do_kina(Jarka)Ado_kina(Karol)) A
stretli_sa(Jarka, Karol))

Disjunkcia

Disjunkcia V je binarna spojka, ktora zodpoveda spojkam alebo, ¢i v ink-
luzivnom vyzname (mozu nastat aj obe moznosti). Inkluzivnu disjunkciu
vyjadruje tieZ ,,alebo aj/i“ a Castice respektive, eventudlne, popripade, pri-

padne.
Disjunkciou formalizujeme vylucovacie suvetia s inkluzivnym vyznamom:

« Jarka je doma alebo Karol je doma.
(doma(Jarka) v doma(Karol))
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+ Bobyho kupe Jarka, pripadne ho kupe Karol. (kipe(Jarka, Boby) Vv
kupe(Karol, Boby))

ZloZenu formulu vZdy zdtvorkujeme.
Formalizacia viacnasobnych vetnych ¢lenov disjunkciou

Viacnasobné vetné ¢leny s vylu¢ovacou spojkou (v inkluzivnom vyzname)
tieZ prekladame ako disjunkcie:

+ Doma je Jarka alebo Karol. (doma(Jarka) v doma(Karol))
« Jarka je doma alebo v Skole. (doma(Jarka) Vv v_Skole(Jarka))

« Jarka dostala Bobyho od mamy alebo otca. (dostal(Jarka, Boby, mama)v
dostal(Jarka, Boby, otec))

» Boby je ¢ierny ¢i tmavohnedy psik. ((éierny(Boby)vtmavohnedy(Boby))A
pes(Boby))

Exkluzivna disjunkcia
Konstrukcie ,,bud’..., alebo...“, ,bud ..., bud ... “, ,alebo..., alebo...*
spravidla (v matematike vzdy) vyjadruja exkluzivnu disjunkciu.

3

« Bud je batéria vybita alebo svieti kontrolka.

Exkluzivnu disjunkciu mézeme vyjadrit zloZitejSou formulou:

((vybita(batéria) V svieti(kontrolka)) A
—(vybita(batéria) A svieti(kontrolka))).

Niekedy aj samotné alebo spaja moZnosti, o ktorych vieme, Ze su vza-
jomne vylu¢né (na zaklade znalosti o fungovani domény alebo z kontextu):

« Jarka sanachddza doma alebo v $kole. (NemoZe byt si¢asne na dvoch
miestach.)

Vid' Znalosti na pozadi dalej.

30



Jednoznaénost rozkladu

Formuly s bindrnymi spojkami st vZdy uzatvorkované. Daju sa jedno-
znacne rozlozit na podformuly a interpretovat.

Slovensk¢ tvrdenia so spojkami nie su vZdy jednoznacné:

« Karol je doma a Jarka je doma alebo je Boby Stastny.

© ((doma(Karol) A doma(Jarka)) Vv stastny(Boby))
© (doma(Karol) A (doma(Jarka) V $tastny(Boby)))

« Karol je doma alebo Jarka je doma a Boby je Stastny.

© ((doma(Karol) v doma(Jarka)) A $tastny(Boby))

© (doma(Karol) v (doma(Jarka) A $tastny(Boby)))

Jednoznacnost rozkladu v slovencine
Slovencina ma prostriedky podobné zatvorkam:
« Viacnasobny vetny ¢len (+obaja, niekto z):
- Karol aj Jarka su (obaja) doma alebo je Boby Stastny.
((doma(Karol) A doma(Jarka)) Vv $tastny(Boby))

- Doma je Karol alebo Jarka a Boby je $tastny.

Niekto z dvojice Karol a Jarka je doma a Boby je Stastny.
((doma(Karol) v doma(Jarka)) A $tastny(Boby))

« Kombinécie spojok bud'..., alebo ...; alebo ..., alebo ...;qj..., qj...;
ani...,ani...;apod.

- Karol je doma a bud' je doma Jarka, alebo je Boby §tastny,
alebo jedno aj druhé. Aj Karol je doma, aj Jarka je doma alebo

je Boby tastny. (doma(Karol) A (doma(Jarka) V $tastny(Boby)))

- Alebo je doma Karol, alebo je doma Jarka a Boby je Stastny,
alebo aj aj. (doma(Karol) v (doma(Jarka) A $tastny(Boby)))
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Oblast platnosti negacie
Vyskyt negécie sa vztahuje na najkratsiu nasledujiicu formulu — oblast
platnosti tohto vyskytu.

+ ((—doma(Karol) A doma(Jarka)) V $tastny(Boby))
+ (= (doma(Karol) A doma(Jarka)) V $tastny(Boby))

Argument negicie je uzdtvorkovany prave vtedy, ked je priamo vytvoreny
binarnou spojkou:

Q -~ ( doma(Karol) A doma(Jarka) )

© - (—~(doma(Karol) A doma(Jarka)))

Interakcia negacie s alebo v slovencine

Zamyslite sa 2.1
Ako by ste sformalizovali: ,,Doma nie je Jarka alebo Karol “?

A. (—~doma(Jarka) v ~doma(Karol))

B. —~(doma(Jarka) v doma(Karol))

Zvytajné chapanie v slovencine je A.
Formalizacii B zodpoveda ,,Nie je pravda, Ze je doma Jarka alebo Karol. “

2.2 Implikacia

Implikacia

Implikacia — je bindrna spojka priblizne zodpovedajuca podmienkovému
podradovaciemu suvetiu ak ..., tak ....

Vo formule (A — B) hovorime podformule A antecedent a podformule B
konzekvent.

Formula vytvorend implikéaciou je nepravdiva v jedinom pripade: antece-

dent je pravdivy a konzekvent nepravdivy.
t. Tomuto vyznamu nezodpovedaju vSetky stvetia ak..., tak...:
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Napr. veta ,,Ak by Sarah prisla, Jim by prisiel tiez“ je nepravdiva, ked riou chceme pove-
dat, Ze si myslime, Ze i§li rovnakym autobusom, ale v skuto¢nosti Jim iSiel inym a zmeskal
ho.

Implikacia plne nevystihuje pripady, ked ak ..., tak ... vyjadruje (neboolovsky) vztah
pri¢ina-nasledok (ako pretoZe).

Ked ..., potom ... ma Casto vyznam casovej naslednosti, ktory implikacia tiez neposti-
huje.

Nutna a postacujica podmienka
Implikdciu vyjadruju aj suvetia:
Jim pride, ak pride Kim. Jim pride, iba ak pride Kim.

Vedlajsie vety (pride Kim) st podmienkami hlavnej vety (Jim pride).
Ale je medzi nimi podstatny rozdiel:

Jim pride, ak pride Kim. Jim pride, iba ak pride Kim.
postacujuca nutnd
podmienka podmienka

Postacujtiica podmienka
Jim pride, ak pride Kim.

+ Na to, aby priSiel Jim, staci, aby prisla Kim.
 Teda, ak pride Kim, tak pride aj Jim.

+ Nepravdivé, ked Kim pride, ale Jim nepride.
» Zodpoveda teda (pride(Kim) — pride(Jim)).

Vo vSeobecnosti:
A, ak B. ~> (B— A)

Iné vyjadrenia:

« Jim pride, pokial pride Kim.

33



Nutna podmienka
Jim pride, iba ak pride Kim.

« Na to, aby priSiel Jim, je nevyhnutné, aby prisla Kim, ale nemusi to
stacit.

 Teda, ak Jim pride, tak pride aj Kim.
» Nepravdivé, ked Jim pride, ale Kim nepride.
» Zodpoveda teda (pride(Jim) — pride(Kim)).
Vo vieobecnosti:
A, iba ak B. > (A - B)
Iné vyjadrenia:
« Jim pride, iba pokial s Kim.
+ Jim pride iba spolu s Kim.
 Jim nepride bez Kim.
Nutna a postacujica podmienka rukolapne
Urcite by sa vim pacilo, keby z pravidiel predmetu vyplyvalo:
Z logiky prejdete, ak pridete na pisomnu aj ustnu skusku.
Stacilo by prist na obe casti skusky a nebolo by nutné urobit nic iné.
Zial, z naSich pravidiel vyplyva:
Z logiky prejdete, iba ak pridete na pisomnu aj tstnu skusku.

Prist na obe Casti skusky je nutné, ale na prejdenie to nestaci.
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Suvetia formalizované implikaciou
(A — B) formalizuje (okrem inych) zloZzené vyroky:

« Ak A, tak B.

Ak A, tak aj B.

+ Ak A, B.

Pokial A, [tak (aj)] B.

A, iba/len/jedine ak/pokial(/ked) B.
« A nastane iba spolu s B.

« A nenastane bez B.

B, ak/pokial(/ked) A.

2.3 Ekvivalencia

Ekvivalencia

Ekvivalencia « vyjadruje, Ze tiou spojené vyroky majui rovnaku pravdi-
vostnu hodnotu.

Zodpoveda slovenskym vyrazom ak a iba ak; vtedy a len vtedy, ked'; prdve
vtedy, ked’; rovnaky ... ako...;taky ... ako....

« Jim pride, ak a iba ak pride Kim. (pride(Jim) < pride(Kim))
« Cislo n je parne prave vtedy, ked n? je parne. (parne(n) < parne(n?))

+ Miillerje taky Nemec, ako je Stirlitz Rus. (Nemec(Miiller) < Rus(Stirlitz))

Ekvivalencia

Ekvivalencia (A < B) zodpoveda tvrdeniu, Ze A je nutnou aj postacuju-
cou podmienkou B.

Budeme ju preto povaZzovat za skratku za formulu

((A->B)A(B - A)).
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Dalsie spojky a vetné konstrukcie
V slovencine a inych prirodzenych aj umelych jazykoch sa daju tvorit aj
ovel'a komplikovanejs$ie podmienené tvrdenia:

« Karol je doma, ak je Jarka v §kole, inak ma Jarka obavy.

« Karol je doma, ak je Jarka v $kole, inak méa Jarka obavy, okrem pripa-
dov, ked je Boby s nim.

Vyrokovologické spojky sa daju vytvorit aj pre takéto konstrukcie, ale vic-
Sinou sa to nerobi.

Na ich vyjadrenie stacia aj zdkladné spojky. Mohli by sme pre ne vymys-
liet oznacenie a povaZovat aj ako skratky, podobne ako ekvivalenciu.

2.4 Spravnost a vernost formalizacie

Skuska spravnosti formalizacie

Spravnou formalizaciou vyroku je taka formula, ktord je pravdiva za tych
istych okolnosti ako formalizovany vyrok.

Formuly dokdZeme vyhodnocovat iba v Struktarach.

Preto za tych istych okolnosti znamena v tych istych Strukturach.

Vernost formalizacie
Vyrok ,,Nie je pravda, Ze Jarka a Karol sii doma*“ sa da sprdvne formali-
zovat ako
—(doma(Jarka) A doma(Karol)),

ale rovnako sprdvna je aj formalizacia
(—~doma(Jarka) v =doma(Karol)),

lebo je pravdiva v rovnakych Strukttarach.

Pri formalizacii sa snazime o spravnost, ale zaroven uprednostriujeme for-
malizécie, ktoré vernejsie zachytavaju Struktaru vyroku.

Zvysuje to pravdepodobnost, Ze sme neurobili chybu, a ulah€uje hl'ada-
nie chyb.

Prvé formalizicia je vernejsSia ako druh4, a preto ju uprednostnime.
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Znalosti na pozadi

Na praktickych cviceniach ste sa stretli so znalostami na pozadi (backg-
round knowledge): vzdjomna vylu¢nost vlastnosti je Nemec a je Rus, ktora
v ulohe nebola explicitne uvedena.

Uprednostiiujeme ich vyjadrovanie samostatnymi formulami.

Rovnaké dovody ako pre vernost.

Skutocné sucasti vyznamu a konverzacné implikatary
Niektoré tvrdenia vyznievaju silnejSie, ako naozaj su:

» ,,Prilohou st zemiaky alebo Salat“ moéze niekomu zniet ako exklu-
zivna disjunkcia.

« ,,Prejdete, ak vSetky tilohy vyrieSite na 100 %“ znie mnohym ako ekvi-
valencia.

Skutocnu cast vpznamu tvrdenia nemoéZeme popriet v dodatku k pdovod-
nému tvrdeniu bez sporu s nim.

» Ked k tvrdeniu ,,Karol a Jarka st doma“ dodame ,,Ale Karol nie je
doma, “ dostaneme sa do sporu.

Takze ,,Karol je doma* je skuto¢ne ¢astou vyznamu pdvodného vy-
roku.

Skutoc¢né stcasti vyznamu a konverzacné implikattry

Cast vyznamu tvrdenia, ktord méZeme popriet dodatkami bez sporu s po-
vodnym tvrdenim, sa nazyva konverzacnd implikatiira (H. P. Grice). Nie je
skuto¢nou castou vyznamu pévodného tvrdenia.

« Prilohou su zemiaky alebo $alat. Ale méZete si (pol na pol alebo za
priplatok) dat aj oboje.

Dodatok popiera exkluzivnost, ale nie je v spore s tvrdenim. TakZe
exkluzivnost nie je sicastou vyznamu zakladného tvrdenia, je to iba
konverzacnd implikatura.
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« Prejdete, ak vSetky ulohy vyrieSite na 100 %. Ale nemusite mat vSetko
na 100 %, aby ste presli.

Dodatok popiera implikaciu ,,Prejdete, iba ak vsetky iilohy vyriesite na
100 %, “ ale nie je v spore s pdvodnym tvrdenim. Tato implikéacia teda
nie je skutoc¢ne ¢astou vyznamu zakladného tvrdenia, je to len kon-
verza¢nd implikatura.

2.5 Syntax vyrokovologickych formul

Syntax a sémantika formul s vyrokovologickymi spojkami

Podobne ako pri atomickych formulach, aj pri formulach s vyrokovolo-
gickymi spojkami potrebujeme zadefinovat — presne a zavdzne — ich syntax
(skladbu) a sémantiku (vyznam).

Niektoré definicie preberieme, iné rozsirime alebo modifikujeme, d'alSie
pridame.

Syntax vyrokovologickych formul logiky prvého radu Specifikuje:
« z ¢oho sa skladaju,

« ¢im su a akd maju Struktaru.

Symboly vyrokovologickej casti logiky prvého radu

Definicia 2.4. Symbolmijazyka £ vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
su:
mimologické symboly, ktorymi st
« individuové konstanty z nejakej nepradzdnej spocitatelnej mno-
ziny C,
« a predikdtové symboly z nejakej spocitatelnej mnoziny P ;
logické symboly, ktorymi su

« vyrokovologické spojky -, A, V, = (nazyvané, v uvedenom poradi, sym-
bol negdcie, symbol konjunkcie, symbol disjunkcie, symbol implikacie);

« asymbol rovnosti =;
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pomocné symboly (,) a, (lava zatvorka, prava zatvorka a Ciarka).

Mnoziny C, a P, su disjunktné. Pomocné ani logické symboly sa nevys-
kytuju v symboloch z €, ani P,. KaZdému symbolu P € P, je priradend
arita ar . (P) € N*t,

Atomické formuly
Definicia atomickych formul je takmer rovnaké ako doteraz:

Definicia 2.5. Nech £ je jazyk vyrokovologickej asti logiky prvého radu.

Rovnostny atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = c,, kde ¢;
a ¢, su individuové konstanty z C .

Predikdtovy atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(cy, ..., c,),
kde P je predikatovy symbol z P, s aritou n a cy, ..., ¢, st individuové
konstanty z C.

Atomickymi formulami (skratene atomami) jazyka £ sihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka £.

Mnozinu vSetkych atdmov jazyka £ oznacujeme A .

Co st vyrokovologické formuly?
Majme jazyk £, kde €, = {Kim, Jim, Sarah} a P, = {pride'}.
Co su formuly tohto jazyka?

Samotné atémy, napr. pride(Sarah).
Negacie atbmov, napr. —pride(Sarah).
Atomy alebo aj ich negéacie spojené spojkou, napr. (~pride(Kim)vpride(Sarah)).

Ale negovat a spdjat spojkami moZeme aj zloZitejSie formuly, napr.
(=(pride(Kim) A pride(Sarah)) — (=pride(Kim) v —pride(Sarah))).

Ako to presne a tiplne popiseme?

39



Co s vyrokovologické formuly?
Ako presne a uplne popiSeme, ¢o je formula?
Induktivnou definiciou:

1. Povieme, ¢o st zadkladné formuly, ktoré sa nedaja rozdelit na mensie
formuly.

» Podobne ako b4za pri matematickej indukcii.

2. OpiSeme, ako sa z jednoduchsich formul skladaju zloZitejSie.

» Podobne ako indukény krok pri matematickej indukcii.

3. Zabezpecime, Ze nic iné nie je formulou.

Formuly jazyka vyrokovologickej casti logiky prvého radu

Definicia 2.6. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu.
Mnozina & formul jazyka £ je (3.) najmensia mnozina postupnosti sym-
bolov, ktora spiiia vietky nasledujiice podmienky:

1. Kazdy atom z A je formulouz &;.

2.1. Ak A patrido £, tak aj postupnost symbolov —A patri do £, a nazy-

vame ju negdcia formuly A.

2.2. Ak AaBsuv & ,tak aj postupnosti symbolov (AAB),(AVB)a(A —
B) patria do £ a nazyvame ich postupne konjunkcia, disjunkcia a implikdcia
formul A a B.

Kazdy prvok A mnoZiny € nazyvame formulou jazyka £.

Dohody - Vytvorenie formuly
Dohoda 2.7. Formuly oznacujeme meta premennymi A, B,C,X,Y, Z, podla
potreby aj s dolnymi indexmi.

Dohoda 2.8. Pre kazdu dvojicu formul A, B € &, je zapis (A « B) skratka

za formulu ((A — B) A (B = A)).
Technicky (- « -): &, X &, — &, je funkcia na formulach definovana ako (A « B) =

((A = B) A (B — A)) pre kazdé dve formuly A a B.
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Priklad 2.9. Ako by sme podla definicie 2.6 mohli dokazat, Ze (—pride(Kim) —
(pride(Jim) v prl’de(Sarah))) je formula? Teda, ako by sme ju podla defini-

cie 2.6 mohli vytvorit?
Vytvarajlca postupnost

Definicia 2.10. Vytvdrajiicou postupnostou nad jazykom £ vyrokovologic-
kej Casti logiky prvého rddu je I'ubovolna kone¢nd postupnost A, ..., A,
postupnosti symbolov, ktorej kazdy ¢len

« jeatom z A, alebo

« ma tvar = A, pricom A je niektory predchadzajuci ¢len postupnosti,
alebo

« ma jeden z tvarov (A A B), (A V B), (A - B), kde A a B su niektoré
predchéadzajuce ¢leny postupnosti.

Vytvdrajticou postupnostou pre X je I'ubovolnd vytvarajuca postupnost,
ktorej poslednym prvkom je X.
Indukcia na konstrukciu formuly

Veta 2.11 (Princip indukcie na kons§trukciu formuly). Nech P je lubovolnd
vilastnost formul (P C &, ). Ak plati sucasne

1. kazdy atom z A, ma vlastnost P,
2.1. ak formula A ma vlastnost P, tak aj A ma vlastnost P,

2.2. ak formuly A a B maju vlastnost P, tak aj kazdad z formul (A A B),
(AvV B)a (A — B)mavlastnost P,

tak vsetky formuly maju vlastnost P (P = &).
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Formula a existencia vytvarajlcej postupnosti

Tvrdenie 2.12. Postupnost symbolov A jevyrokovologickou formulou vt exis-
tuje vytvdrajiica postupnost pre A.

Osnova dokazu. (=) Indukciou na konstrukciu formuly
() Indukciou na dizku vytvarajiicej postupnosti O

vit skracuje ,,vtedy a len vtedy, ked'*.

Vyrokovologické formuly by sa dali alternativne zadefinovat ako postupnosti symbolov
jazyka £, pre ktoré existuje vytvarajtica postupnost nad £.

Vyhoda: Di#ka vytvérajucej postupnosti je &islo, tvrdenia o vietkych formuléch sa potom
daju dokazovat matematickou alebo tiplnou indukciou.

(Ne)jednoznaénost rozkladu formul vyrokovej logiky
Co keby sme zadefinovali ,,formuly* takto?

Definicia ,.,formul“ !
Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého rddu. Mnozina &,
»formul“ jazyka £ je (3.) najmensia mnozina postupnosti symbolov, ktora
spiia vSetky nasledujiice podmienky:

1. Kazdy atom z A je ,formulou“z &,.
2.1. Ak A patrido &, tak aj postupnost symbolov —A patrido &,.

2.2. Ak AaBsuv €&, tak aj postupnosti symbolovAAB,AVBaA — B
patriado &,.

2.3. ak A patri do &, tak aj postupnost symbolov (A) jev ;.

Kazdy prvok A mnoziny €, nazyvame ,formulou® jazyka £.

Co znamen4 ,,formula“ (pride(Jim) — pride(Kim) — —pride(Sarah))?

Formulu by sme mohli ¢itat ako A = (pride(Jim) — (pride(Kim) —
—pride(Sarah))) alebo ako B = ((pride(Jim) — pride(Kim)) — —pride(Sarah)).

Citanie A hovori, Ze Sarah nepride, ak pridu Jim a Kim suc¢asne. To ne-
plati v prdve jednej situécii: ked vSetci pridu.

Citanie B hovort, Ze Sarah nepride, ak alebo nepride Jim alebo pride Kim.
To v8ak neplati v aspori dvoch rdznych situdcidch: ked pridu vSetci a ked
pride Sarah a Kim, ale nie Jim.

42



Jednoznacnost rozkladu formil vyrokovej logiky
Pre nasu definiciu formul plati:

Tvrdenie 2.13 (o jednoznacnosti rozkladu). Pre kazdu formulu X € &,
vjazyku L plati prave jedna z nasledujiicich mozZnosti:

« Xjeatomz Ay.
« Existuje prdve jedna formula A € & takad, Ze X = -A.

« Existuju prave jedna dvojica formul A, B € &, a jedna spojka b €
{A,V, >} také, Ze X = (A b B).

Problémy s vytvarajlicou postupnostou
Vytvarajuca postupnost popisuje konstrukciu formuly podl'a definicie for-
maul:
pride(Jim), pride(Sarah), —pride(Jim), pride(Kim),
—pride(Sarah), (—pride(Jim) A pride(Kim)),
((—pride(Jim) A pride(Kim)) — —pride(Sarah))
ale

« mdZe obsahovat ,,zbytocné“ prvky;

« nie je jasné ktoré z predchddzajucich formul sa bezprostredne pouZziju
na vytvorenie nasledujucej formuly.

Akou ,,datovou Strukturou“ vieme vyjadrit konStrukciu formuly bez tychto
problémov?

Vytvarajlci strom
Konstrukciu si vieme predstavit ako strom:

((—pride(Jim) A pride(Kim)) — —pride(Sarah))

(—pride(Jim) A pride(Kim)) —pride(Sarah)
—pride(Jim) pride(Kim) pride(Sarah)
pride(Jim)
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Takéto stromy volame vytvdrajtice.

Ako ich presne a vSeobecne popiSeme — zadefinujeme?
Podobne ako sa definuje napr. binarny vyhl'adavaci strom.
Vytvarajuci strom formuly

Definicia 2.14. Vytvdrajiici strom T pre formulu X je bindrny strom obsa-
hujuci v kazdom vrchole formulu, pri¢om plati:

 vkoreni T je formula X,

« ak vrchol obsahuje formulu —A, tak ma prave jedno dieta, ktoré ob-
sahuje formulu A,

+ ak vrchol obsahuje formulu (A b B), kde b je jedna z bindrnych spo-
jok, tak ma dve deti, pricom lavé dieta obsahuje formulu A a pravé
formulu B,

« vrcholy obsahujice atomy su listami.

Syntaktické vztahy formul
Uvazujme formulu:

((—pride(Jim) A pride(Kim)) — —pride(Sarah))
Ako nazveme formuly, z ktorych vznikla?
pride(Sarah), ~pride(Jim), (—pride(Jim) A pride(Kim)), ...
Ako nazveme formuly, z ktorych bezprostredne/priamo vznikla?
(—pride(Jim) A pride(Kim)) a -—pride(Sarah)

Ako tieto pojmy presne zadefinujeme?
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Podformuly
Definicia 2.15 (Priama podformula). Pre vSetky formuly A a B:
« Priamou podformulou —A je formula A.

» Priamymi podformulami (A A B), (A Vv B) a (A — B) su formuly A
(lava priama podformula) a B (pravd priama podformula).

Definicia 2.16 (Podformula). Vztah byt podformulou je najmensia relacia
na formuléch spiiiajuca pre vetky formuly X, Y a Z:

+ X je podformulou X.
+ Ak X je priamou podformulou Y, tak X je podformulou Y.

« Ak X je podformulou Y a Y je podformulou Z, tak X je podformu-
lou Z.

Formula X je vlastnou podformulou formuly Y prave vtedy, ked X je pod-
formulouY aX #Y.

Meranie syntaktickej zloZitosti formdil
Miera zlozitosti/velkosti formuly:
« Jednoducha: dizka, teda pocet symbolov
- Pocita aj pomocné symboly.

- Ni¢ nem4 mieru 0, ani atomy.
+ LepSia: pocet netrividlnych krokov pri konstrukcii formuly
- pridanie negicie,
- spojenie formul spojkou.
Tato lepSiu mieru nazyvame stuperi formuly.
Priklad 2.17. Akyje stupen formuly ((prl'de(Jim)v-'pn’de(Kim))/\ﬂ(prl'de(Sarah) - pt
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Meranie syntaktickej zloZitosti formdl
Ako stupeni zadefinujeme?
Podobne ako sme zadefinovali formuly — induktivne:

1. ur¢ime hodnotu stupna pre atomické formuly,

2. urcime, ako zo stupria priamych podformul vypoc¢itame stuperi z nich
zloZenej formuly.

Stupen formuly

Definicia 2.18 (Stupeni formuly). Pre vSetky formuly A a B a vSetky n,
ny, ny € N:

« Atomicka formula je stupria 0.
+ Ak A je formula stupria n, tak —A je stupnia n + 1.

+ Ak Ajeformulastupnia n; a B je formula stupiia n,, tak (AAB), (AVB)
a(A - B)sustupnian; +n, + 1.

Definicia 2.18 (Stupen formuly presnejSie a symbolicky). Stuperi deg(X)
formuly X € &£, definujeme pre vSetky formuly A, B € £, nasledovne:

« deg(A)=0,ak A e A,
+ deg(—A) = deg(A) + 1,
+ deg((AAB)) = deg((AVB)) = deg((A — B)) = deg(A) +deg(B) + 1.

Indukcia na stupen formuly
Pomocou stupria vieme indukciu na konstrukciu formuly zredukovat na
$pecidlny pripad matematickej indukcie:

Veta 2.19 (Princip indukcie na stupen formuly). Nech P je [ubovolnd vlast-
nost formul (P C €. ). Ak plati sucasne

1. baza indukcie: kazZdd formula stupria 0 ma vlastnost P,

2. indukény krok: pre kazdu formulu X z predpokladu, Ze vietky formuly
mensieho stupria ako deg(X) maju vlastnost P, vyplyva, Ze aj X ma
vlastnost P,

tak vsetky formuly maju vlastnost P (P = E).
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2.6 Sémantika vyrokovologickych formuil

Sémantika vyrokovej logiky
Vyznam formul vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu popiSeme po-
dobne ako vyznam atomickych formul pomocou Struktiir.

Struktura pre jazyk
Definicia Struktury takmer nemeni:

Definicia 2.20. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Strukturou pre jazyk £ nazyvame dvojicu M = (D, i), kde D je Iubovolna
neprazdna mnozina nazyvana doména Struktury M; i je zobrazenie, nazy-
vané interpretacnd funkcia Struktary M, ktoré

+ kazdému symbolu konstanty ¢ jazyka £ prirad'uje prvok i(c) € D;
+ kazdému predikdtovému symbolu P jazyka £ s aritou n prirad'uje
mnozinu i(P) C D".
Pravdivost formuly v struktire

Definicia 2.21. Nech M = (D, i) je Struktuara pre jazyk £ vyrokovologic-
kej casti logiky prvého radu. Relaciu formula A je pravdivd v struktiire M
(M E A) definujeme induktivne pre vetky arity n > 0, vietky predikdtové symboly P
s aritou n vietky konstanty c,, c,, ..., ¢,, a vietky formuly A, B jazyka £ nasledovne:

e M Ec; =c,vtti(c)) =i(cy),
o M E P(cy, ..., cp) Vit (i(cy), ..., i(cy)) € i(P),

e ME-AVItMFE A,

ME(AAB) Vit M E A azirovenn M E B,

ME(AVB)vtt M E A alebo M E B,
e« ME(A — B)vtt M ¥ A alebo M E B,

kde M ¥ A skracuje A nie je pravdivd v M.
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Vyhodnotenie pravdivosti formuly

Priklad 2.22 (Vyhodnotenie pravdivosti formuly v §trukture). Majme Struk-
taru M = (D, i) pre jazyk o party, kde D = {0, 1, 2, 3}, i(Kim) = 1, i(Jim) = 2,
i(Sarah) = 3, i(pride) = {1, 3}.

Formuly vyhodnocujeme podla definicie postupom zdola nahor (od até-
mov cez zlozitejSie podformuly k cielovej formule):

M E (=(pride(Jim) Vv —pride(Kim)) — —pride(Sarah))

ME —|(pr|’de(Jim‘) V —pride(Kim)) M ¥ —|pr|"de(5arah)
M ¥ (pride(Jim) v —pride(Kim)) M E pride(Sarah)
TN |

M E pr?de(Jim) M E —lpr‘ide(Kim) i(Sarah) ‘E i(pride)
i(Jim) & i(pride) M E prl"de(Kim) 3e{1,3}

2 ¢{1,3} i(Kim) € i(pride)

|
1e{1,3}

Vyhodnotenie pravdivosti formuly
Priklad 2.23 (Vyhodnotenie pravdivosti formuly v §trukture). Majme Struk-
taru M = (D, i) pre jazyk o party, kde D = {0, 1, 2, 3}, i(Kim) = 1, i(Jim) = 2,
i(Sarah) = 3, i(pride) = {1, 3}.
Vyhodnotenie pravdivosti m6zeme zapisat aj tabul'kou:
p() pK) -pK) (pU)v-pK)) —(p()V-pK)
M K F E | F

' pS) —p(S) (=(p())V-p(K)) — =p(S))
M E ¥ ¥
kde p = pride, K = Kim,J = Jima S = Sarah.

Vsimnite si, Ze v zahlavi tabulky je vytvarajica postupnost vyhodnoco-
vanej formuly.

Hladanie struktiry
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Priklad 2.24 (N4jdenie Struktury, v ktorej je formula pravdiva). V akej Struk-
ture M = (D, i) je pravdiva formula M F (—|(pr|'de(Jim) Vv —pride(Kim)) —
—pride(Sarah))?

Na zodpovedanie je dobré postupovat podla definicie pravdivosti zhora
nadol (od cielovej formuly cez podformuly k atdmom):

M E (=(pride(Jim)v—pride(Kim)) — —pride(Sarah)) vtt M ¥ —(pride(Jim)v
—pride(Kim)) alebo M E —pride(Sarah) vtt M k (pride(Jim) Vv —pride(Kim))
alebo M ¥ pride(Sarah) vtt M E pride(Jim) alebo M E -pride(Kim) alebo
M ¥ pride(Sarah) vtti(Jim) € i(pride) alebo i(Kim) & i(pride) alebo i(Sarah) &
i(pride).

2.7 Teérie a ich modely

Tedrie v neformalnej logike
Medzi zakladnymi logickymi pojmami z ivodnej prednésky boli tedria
a model.

Neformalne je tedria sabor tvrdeni, ktoré pokladame za pravdivé.
Zvycajne popisuju naSu predstavu o zakonitostiach platnych v nejakej ¢asti sveta a pozo-
rovania o jej stave.

Priklad 2.25. Méame troch novych zndmych — Kim, Jima a Sarah. Organi-
zujeme party a PO: chceme, aby na 1iu prisiel niekto z nich. Od spolo¢nych
kamaratov sme sa ale dozvedeli o ich poZiadavkéach:

P1: Sarah nepride na party, ak pride Kim.
P2: Jim pride na party, len ak pride Kim.

P3: Sarah nepride bez Jima.

Vyrokovologické tedrie
V logike prvého raddu tvrdenia zapisujeme formulami. Teériu preto bu-
deme chépat ako stibor (¢iZze mnozinu) formul.

Definicia 2.26. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Kazdu mnoZinu formul jazyka £ budeme nazyvat teériou v jazyku £.
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Priklad 2.27.

Tparty = {((pride(Kim) Vv pride(Jim)) Vv pride(Sarah)),
(pride(Kim) — —pride(Sarah)),
(pride(Jim) — pride(Kim)),
(pride(Sarah) — pride(Jim))}

Modely teérii

Neformalne je modelom tedrie stav vybranej Casti sveta, v ktorom st vSetky
tvrdenia v teorii pravdivé.

Pre logiku prvého radu stavy sveta vyjadruju Struktury.

Priklad 2.28 (Model tedrie o party).

M = ({k,j, s, e, h}, D),
i(Kim) = k, i(Jim) =, i(Sarah) = s,
i(pride) = {k,j, e};
M E ((pride(Kim) Vv pride(Jim)) V pride(Sarah))
M E (pride(Kim) — —pride(Sarah))
, . , . M ': Tparty
M E (pride(Jim) — pride(Kim))
M E (pride(Sarah) — pride(Jim))

Model tedrie

Definicia 2.29 (Model). Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky pr-
vého rddu a nech T je tedria v jazyku £ a M je Strukttra pre jazyk L.

Teoria T je pravdivd v M, skratene M E T, vtt kaZdd formula X z T je
pravdiva v M (teda M E X).

Hovorime tiez, ze M je modelom T.

Teoria T je nepravdivd v M, skratene M F T, vtt T nie je pravdivd v M.

2.8 Vyrokovologické ohodnotenia

Nekonecne vela struktuar
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Logickymi dosledkami tedrie su tvrdenia, ktoré su pravdivé vo vSetkych
modeloch tedrie.

Tpary = {((pride(Kim) v pride(Jim)) Vv pride(Sarah)),
(pride(Kim) — —pride(Sarah)),
(pride(Jim) — pride(Kim)),
(pride(Sarah) — pride(Jim))}

Ale Strukttr je nekonecne vela a ak ma tedria jeden model, m4 aj neko-
necne vela dalSich:

My = (kjshin) My =(ki,s,0,1Li) MY =({2,4,6} 1))

i;(Kim) =k i1 (Kim) = k i’ (Kim) = 2
ip(Jim) = i1(Jim) = i'(Jim) = 4
iy(Sarah) = s i(Sarah) =s i (Sarah) = 6
i;(pride) = {k, j} if (pride) = {k, j, 1} i)' (pride) = {2, 4}

Rozdiely modelov
V Com sa liSia a ¢o maju spolo¢né nasledujuce modely T, ?

M, = ({k.j,s, e, h},i;) M, = ({1,2,3}, 1) M5 = ({kj, s}, i3)
i;(Kim) = k i,(Kim) =1 i;(Kim) = kj
i;(Jim) =j i(Jim) = 2 iz(Jim) = kj
i;(Sarah) ='s i,(Sarah) = 3 i;(Sarah) = s

iy (pride) = {k,}, e} iy(pride) = {1,2} ix(pride) = {kj}

Lisia sa doménami aj v interpretaciach.
LiSia sa v pravdivosti rovnostnych atémov, napr. Kim = Jim.
Zhoduju sa na pravdivosti vSetkych predikatovych atébmov pride(Kim),
pride(Jim), pride(Sarah).
@ V Tyuy na nicom inom nezdlezi.

Ohodnotenie atémov
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Z kazdej zo Struktar

My = (s, e, hl iy) M, = ({1,2,3} i) M; = (K, s} is)
i;(Kim) = k i,(Kim) =1 i3(Kim) = kj
i;(Jim) =j i,(Jim) = 2 iz(Jim) = kj
i;(Sarah) = s i,(Sarah) =3 iz(Sarah) =s

iy (pride) = {k, j, e} iy(pride) = {1, 2} i3(pride) = {kj}

mozZeme skonStruovat to isté ohodnotenie predikatovych atémov:

v(pride(Kim)) = ¢ lebo M; F pride(Kim),
v(pride(Jim)) =t lebo M; F pride(Jim),
v(pride(Sarah)) = f lebo M ; ¥ pride(Sarah).

Vsetky tieto Struktury (a nekonecne vel'a dalSich) vieme pri vyhodnocovani

formul jazyka £, nahradit tymto ohodnotenim.

Vyrokovologické formuly, teérie a ohodnotenia

Definicia 2.30. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Mnozinu vSetkych predikatovych atémov jazyka £ oznacujeme PA .
Vyrokovologickymi formulami jazyka £ nazveme vSetky formuly jazyka

L, ktoré neobsahujii symbol rovnosti. MnoZinu vSetkych vyrokovologickych

formul jazyka £ oznacujeme PE .

Definicia 2.31. Nech (f,t) je usporiadana dvojica pravdivostnych hodnot,
f # t, kde f predstavuje nepravdu a t predstavuje pravdu. Nech £ je jazyk
vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.

Vyrokovologickym ohodnotenim pre £, skratene ohodnotenim, nazveme
kazdé zobrazenie v: PA, — {f,t}.

Pravdivé formuly v ohodnoteni
Ako vyhodnotime, ¢i je formula pravdiva v nejakom ohodnoteni?

52



Definicia 2.32. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
nech (f,t) su pravdivostné hodnoty a nech v: PA, — {f,t} je vyroko-
vologické ohodnotenie pre £. Relaciu vyrokovologicka formula A je prav-
divd v ohodnoteni v (v F, A) definujeme induktivne pre vSetky predikatové
atomy a a vSetky vyrokovologické formuly A, B jazyka £ nasledovne:

« VEyavttu(a) =t,

. vl:p —-Avttvlfp A,

vF, (AAB)vttv F, Aazaroven v F, B,

vE, (AVB)vttv F, Aalebouv Fy B,
« VF, (A— B)vttv ¥, Aalebov F, B,

kde vit skracuje viedy a len viedy a v ¥, A skracuje A nie je pravdivd vo v.

Vyhodnotenie formuly v ohodnoteni
Priklad 2.33. Vyhodnotme formulu

X = ((pride(Jim) v —pride(Kim)) — pride(Sarah))
vo vyrokovologickom ohodnoteni
v = {pride(Kim) — t, pride(Jim) — ¢, pride(Sarah) — f}
zdola nahor:

‘p(Kim) p(Jim) p(Sarah) -p(Kim) (p(Jim)V —p(Kim)) X
¥ ¥ 4

v‘l= E E

p p p p p p

pride sme skratili na p.

Ohodnotenie zhodné so strukttrou

Definicia 2.34. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
nech M je Struktura pre £, nech (f, t) sa pravdivostné hodnoty,v : PA, —
{f,t} je vyrokovologické ohodnotenie pre £ a S C PA, je mnoZina predi-
katovych atomov.
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Ohodnotenie v a Struktura M su navzijom zhodné na S vtt pre kazdy
predikatovy atom A € S plati

V(A) =t vtt M E A.

Ohodnotenie v a Strukttra M su navzijom zhodné vtt st zhodné na PA .

Konstrukcia ohodnotenia zhodného so Strukttirou
Ohodnotenie zhodné so §trukturou zostrojime I'ahko:

Tvrdenie 2.35. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého rddu,
nech M je Struktira pre £ a (f,t) su pravdivostné hodnoty. Zobrazenie v :
PA; — {f,t}definované pre kazdy atom A € PA nasledovne:

t, akMEA,
v(A) =
f, akMEA

je vyrokovologické ohodnotenie zhodné s M.

Dokaz. Pre kazdy atom A € PA, musime dokazat, Zze v(A) = t vit M E A:
(<) Priamo: Ak M E A, tak v(A) = t podla jeho definicie v leme.
(=) Nepriamo: Ak M ¥ A, tak v(A) = f podla jeho definicie v leme,
apretozet # f,tak v(A) # t. O

DokaZeme zostrojit aj Struktiru z ohodnotenia, aby boli zhodné?
Priklad 2.36 (Konstrukcia Struktury zhodnej s ohodnotenim). Nech £ je
jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu, kde €, = {Kim, Jim, Sarah}
a P, = {pride}.

Nech v je vyrokovologické ohodnotenie pre £, kde

v(pride(Kim)) =t v(pride(Jim)) =t v(pride(Sarah)) = f

Zostrojme Struktdaru pre £ zhodnu s v.
Moznostou, ktort I'ahko zovSeobecnime na vSetky jazyky, je pouZit ako
doménu mnoZinu konstant:

M = ({Kim, Jim, Sarah}, i)

—_—
Cg
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Kazdu konStantu interpretujeme tiou samou:
i(Kim) = Kim i(Jim) = Jim i(Sarah) = Sarah
predikat pride ako mnozZinu tych ¢, pre ktoré v(pride(c)) = t:

i(pride) = {Kim, Jim}

Konstrukcia struktiry zhodnej s ohodnotenim
Ako zostrojime Struktdru zhodnt s ohodnotenim pre hocijaky jazyk?

Tvrdenie 2.37. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého rddu,
nech (f,t) su pravdivostné hodnoty a v : PA, — {f,t} je vyrokovologické
ohodnotenie pre C.

Nech M = (D, i) je Struktura pre £ s doménou D = C a interpreta¢nou
funkciou definovanou pre vsetky n > 0, vSetky konstanty c a vsetky predika-
tové symboly P € P, s aritou n takto:

ilc)=c
i(P) ={(cy,..-,cn) € C | U(P(cy, e rCp)) = 1}

Potom M je zhodnd s v.

Struktdram zo syntaktického materialu sa hovori herbrandovské.
Zhoda ohodnotenia a $truktury je definované iba na atémoch.
Ako sa spravaju na zlozitejSich formulach?

Zhoda na vsetkych vyrokovologickych formulach

Tvrdenie 2.38. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého rddu,
M je Struktura pre £ a v je vyrokovologické ohodnotenie pre £ zhodné s M.
Potom pre kazdu vyrokovologicku formulu X € PE. plati, Ze v F, X vit
MEX.

Dokaz (indukciou na konstrukciu formuly). 1.1: Nech X je rovnostny atom.
Potom nie je vyrokovologickou formulou a tvrdenie preni trividlne plati.

1.2: Nech X je predikatovy atom. Potom v Fp X vit v(X) = ¢ vit M F X
podla def. zhodnosti v a M.
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2.1: Indukény predpoklad: Nech tvrdenie plati pre formulu X. Dokazme
tvrdenie pre ~X. Ak X neobsahuje symbol rovnosti =, potom v F, =X vitt
(podla def. F,) v ¥, X vtt (podla IP) M ¥ X vit (podla def. F) M F -X. Ak X
obsahuje =, =X ho obsahuje tieZ, teda nie je vyrokovologickd a tvrdenie pre
nu plati trivialne.

2.2: IP: Nech tvrdenie plati pre formuly X a Y. DokdZme ho pre (X A Y),
(XVY), (X - Y). Ak X alebo Y obsahuje =, tvrdenie plati pre (X A Y),
(X VY), (X — Y) trividlne, lebo nie su vyrokovologickeé.

Nech teda X ani Y neobsahuje =. Potom plati v F, (X — Y) vttv F, X
alebo v Fj, Y vtt (podla IP) vit M ¥ X alebo M F Y vit M F (X — Y).

Dalejv b, X AY)vttvk, Xavk, Y vtt(podlaIP) vit M EXaM EY
Vit M E(X AY).

Nakoniec v F, (X VY)vttv F, X alebo v F, Y vit (podla IP) vit M F X
alecbo M EY Vit M E(X VY). O
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3. prednaska
Vyrokovologické vyplyvanie,
sémantické vlastnosti formul a ekvivalencia

Prednasa: JAn Mazak

Rekapitulacia
Minuly tyzdeti sme hovorili o tom,

« Co su vyrokovologické spojky,

« ako zodpovedaju slovenskym spojkam,

« Co st symboly jazyka vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
« o st formuly tohto jazyka,

« kedy st formuly pravdivé v danej Strukture.

« Co je vyrokovologicka teoria a jej model,

« ako zjednodusime Struktury na vyrokovologické ohodnotenia.

3 Vyrokovologické vyplyvanie

Logické dosledky
Na 1. prednaske:

« Hovorili sme o tom, Ze logiku zaujima, o a pre€o su zdkonitosti sprav-
neho usudzovania.

+ Spravne usudky odvodzuju z predpokladov (teérii) zavery, ktoré su
ich logickymi dosledkami.

» Logickymidbsledkami teérie st tvrdenia, ktoré st pravdivé vo vsetkych
modeloch teorie.
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Minuly tyZdeni sme zacali pracovat s vyrokovologickou castou logiky pr-
vého radu.

Uz vieme, €o su v nej tedrie a modely.

Co su logické dosledky?

3.1 Vyrokovologické teérie a modely

Vyrokovologické tedrie
Vratme sa naspit k teéridm, modelom a vyplyvaniu.

Definicia 3.1. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
KaZzda mnoZinu vyrokovologickych formul jazyka £ budeme nazyvat vyro-
kovologickou tedriou v jazyku L.

Priklad 3.2. Vyrokovologickou tedriou je

T party = {((pride(Kim) Vv pride(Jim)) Vv pride(Sarah)),
(pride(Kim) — —pride(Sarah)),
(pride(Jim) — pride(Kim)),
(pride(Sarah) — pride(Jim))},

ale nie
Tparty U {Kim = Sarah}.

Priklad vyrokovologického modelu

Priklad 3.3 (Vyrokovologicky model tedrie o party).

v = {pride(Kim) ~ ¢, pride(Jim) ~ t, pride(Sarah) - f}
v Fp ((pride(Kim) v pride(Jim)) v pride(Sarah))
v E, (pride(Kim) — —pride(Sarah))

v kp (pride(Jim) — pride(Kim))
v F,, (pride(Sarah) — pride(Jim))

v I=p Tparty
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Vyrokovologicky model

Definicia 3.4 (Vyrokovologicky model). Nech £ je jazyk vyrokovologickej
Casti logiky prvého rddu anech T je tedria vjazyku £ a v je vyrokovologické
ohodnotenie pre jazyk £.

Teoria T je pravdivd v ohodnoteni v, skratene v , T, vtt kazdd formula X
z T je pravdiva vo v (teda v F, X pre kazdu X € T).

Hovorime tieZ, Ze v je vyrokovologickym modelom T.

Teoria T je nepravdivd vo v, skratene v ¥, T, vtt T nie je pravdiva vo v.

Zrejme v F, T vttv ¥, X pre nejaku X € T.

Model tedrie, splnitelnost a nesplnitelnost

Definicia 3.5 (Splnitel'nost a nesplnitelnost). Teoria je vyrokovologicky spl-
nitel'nd vtt mé asporn jeden vyrokovologicky model.

Teodria je vyrokovologicky nesplnitelnd vtt nema Ziaden vyrokovologicky
model.

Zrejme teoria nie je splnitelna vtt ked je nesplnitel'na.

Priklad 3.6. Ty, je evidentne splnitelna.

3.2 Vyplyvanie, nezavislost a nesplnitelnost

Vyrokovologické vyplyvanie

Ak st mnoZiny konS$tant a predikatovych symbolov jazyka konecné, ja-
zyk ma konecne vela predikatovych atdbmov a teda aj konecne vel'a ohodno-
teni.

UvaZovat o vSetkych ohodnoteniach a modeloch teérie nie je také odstra-
Sujuce. Napriklad si l'ahSie predstavime logicky dosledok:

Definicia 3.7. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
anech T je vyrokovologicka tedria a X je vyrokovologicka formula, obe v ja-
zyku L.

Formula X je vyrokovologickym dosledkom teorie T vtt pre kazdé ohod-
notenie v pre jazyk £ plati, Ze ak v F, T, tak v F, X.

Hovorime tiez, Ze X vyplyva z T a piSeme T &, X.

Ak X nevyplyvazT, piSeme T ¥, X.
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Priklad vyrokovologického vyplyvania

Priklad 3.8. Vyplyva pride(Kim) vyrokovologicky z T, ? PretoZe vieme vy-

menovat vSetky ohodnotenia pre £

party>

zistime to l'ahko:

Ui

((p(K) v p()) [(P(K) = |(p(J) = | (p(S) —

p(K) p(J) p(S) vpS) | )| pK)) PM)) | Tparty | P(K)
o| f f f Fp Fp
vl f f ot Ep Ep Fp K, K,
vl f ot f Fo Fp ¥, ¥,
vs| f ot ot Fo Fp ¥, ¥,
vl t f f Fp Fp Fp Fp Eo | Fp
vs| t f ot Fp Ep E,
ve| t t f Ep Fp Fp Fp Fo | Ep
vttt Fp K, ¥,

Skratili sme pride na p, Kim na K, Jim na J, Sarah na S.

Logicky zdver: Formula pride(Kim) vyrokovologicky vyplyva z T

party-

Prakticky zaver: Aby boli vSetky poziadavky splnené, Kim musi prist na
party.

Priklad nezavislosti

Priklad 3.9. Vyplyva pride(Jim) vyrokovologicky z Tparey?

o ((p(K) v p()) | (p(K) = | (p(J) = | (p(S) =

p(K) p(J) p(S) vpS)| -S| p(K) P()) | Tparty | PU)
wi S f Fp o
v| f f ¢ Ep Ep Ep S
vn| f ¢t f Ep Ep Ep Ep
vs| f ot ot Ep Ep o Ep
v| t f f Ep Ep Ep | B | K
vs| ¢t f ot Ep K Ep
ve| t t f Ep Ep E, | B |
vttt Fp K, Ep

Logicky zaver: Formula pride(Jim) nevyplyva z T
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Vyrokovologicka nezavislost
Vztahu medzi pride(Jim) a T,y hovorime nezdvislost.

Definicia 3.10. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
anech T je vyrokovologicka tedria a X je vyrokovologickd formula, obe v ja-
zyku £.

Formula X je vyrokovologicky nezavisld od tedrie T vtt existuju také ohod-
notenia vy a v, pre jazyk £, Ze vy F, T aj v, F, T, ale vy ¥, X av, F, X.

Priklad 3.11 (pokracovanie prikladu 3.9). Logicky zdver: Formula pride(Jim)
je nezdvisld od T,y

Prakticky zaver: VSetky poziadavky budt naplnené bez ohladu na to, ¢i
Jim pride alebo nepride na party. Nie je nutné, aby bol pritomy ani aby bol
nepritomy. M6Ze, ale nemusi prist. Jeho pritomnost od poziadaviek nezdvisi.

Priklad vyplyvania negacie

Priklad 3.12. Je pride(Sarah) vyrokovologickym dosledkom T/, alebo ne-
zavisla od Tpary?

i ((p(K) v p) [(P(K) = |(p(J) = |(p(S) —

p(K) p(J) p(S) vpS) | -pS)| pK)) P()) | Tparty | P(S)
Vo f f f ]’fp #p
v | f f ot Fo Fo Fp K, ¥y
vl f ot f Fp Fp K, K,
vs| f Ot ot Fp Fp Ep ¥y
vl t f f Fo Fo Fp Fo Fo | Bp
vs| t  f ot Fp ¥p ¥y
ve| t t f Fp Fp Fp Fp Fo | Bp
vttt Fp o ¥y

Logicky zdver: Formula pride(Sarah) nevyplyva z T,yy, ale ani nie je nezd-

visla od T payy-

Vyplyvanie negacie

Tvrdenie 3.13. Nech L je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
a nech T je splnitel'nd vyrokovologickd teoria a X je vyrokovologickd formula,
obev jazyku L.
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Formula X nevyplyva z teérie T a nie je vyrokovologicky nezdvisla od T vit
X vyplyva z T.

Priklad 3.14 (pokracovanie prikladu 3.12). Logicky zdver: Z Ty, Vyplyva
—pride(Sarah).

Prakticky zaver: Aby boli vSetky poZiadavky naplnené, Sarah nesmie prist
na party.

Vztahy tedérii a formul
Medzi ohodnotenim a formulou su iba dva vzdjomne vylucné vztahy:

Bud v Fp X, alebo v ¢

Medzi tedriou a formulou je viac moznych vztahov:

existuje v také,
Ze v I=p Tav I=p X

pre vSetky v,
akv Fp T,takvlpr

existuje v také,

2ev|:pTav}pr

pre vSetky v,

aka:pT,takv Fp X

Nesplnitelna tedria

X jenezdvislaod T
TEF,XaT F,-X

TE,XaT ¥, X

TE,~XaT ¥, X

T je nesplnitelnd
TE,XaTE, "X

Priklad 3.15. Je teéria T}’)arty = Tparty U {(-pride(Sarah) — —pride(Kim))}
splnitelna?
. (p(K)
! vp() | (p(K) = [(pU) = | (P(S) = | (p(S) —
p(K) p(J) p(S)| vr(S)| —p(S) p(K)) p(J)) —p(K)) T;arty
vl f f f p Ep
v| f f t Fp |=p |=p l’fp l’fp
vy| f t f Fp Fp £y ¥y
vl f ot | K Ep Ko Ko
Uy| t f f Fp Fp Fp Fp Ey ¥y
vs| ¢ f ot | K Ep Ko
ve| t ot f| K Ep Ep Ep £, Fo
vttt Fp ¥y Ep
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Logicky zaver: T},)arty je nesplnitelna, vyplyva z nej kazd4 formula.
Prakticky zdver: T;arty nemd praktické dosledky, lebo nevypoveda o Ziad-
nom stave sveta. Na jej zaklade nevieme rozhodniit, kto musi alebo nesmie

prist na party.
Vyplyvanie a nesplnitelhost
Nesplnitelnost ale nie neuzitocna vlastnost.

Tvrdenie 3.16. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu
a nech T je splnitel'nd vyrokovologicka teoria a X je vyrokovologickd formula,
obev jazyku L.

Formula X vyrokovologicky vyplyva z teérie T vtt TU{~X} je vyrokovologicky
nesplnitelnd.

Podla tohto tvrdenia sa rozhodnutie vyplyvania d4 zredukovat na rozhod-
nutie splnitel'nosti.
Vyrokovologicku splnitelnost rozhoduje SAT solver.

Mnozina atomov formuly a teodrie

Definicia 3.17. MnoZinu atomov atoms(X) formuly X € &£, definujeme
pre vSetky formuly A, B € £, nasledovne:

+ atoms(A) = {A}, ak A je atom,
« atoms(—A) = atoms(A),

« atoms((A A B)) = atoms((A Vv B)) = atoms((A — B)) = atoms(4) U
atoms(B).

MnoZinou atémov tedrie T je

atoms(T) = U atoms(X).
XeET
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Ohodnotenia zhodné na atémoch teérie

Definicia 3.18. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
nech M C PA .. Ohodnotenia v, a v, sa zhodujii na mnozine M vtt v;(A) =
U,(A) pre kazdy atbm A € M.

Tvrdenie 3.19. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Pre kazdui vyrokovologickii teoriu T a formulu X jazyka £ avSetky ohodnote-
nia v, a v,, ktoré zhoduju na mnoZine atoms(T) U atoms(X) plati

s U R Tty Ry T,

« U Fp Xvtto, By X

Ohodnotenia postacujtice na skimanie teorii

Inak povedané: Pravdivost formuly/tedrie v ohodnoteni zavisi iba od prav-
divostnych hodnot tych atomov, ktoré sa v nej vyskytuju.

TakZe na zistenie vyplyvania, nezavislosti, splnitelnosti sta¢i preskimat
vSetky ohodnotenia, ktoré sa liSia na atdbmoch vyskytujiicich sa vo formule
a teorii.

Pokial je tedria je konecnd, staci skiumat konecne vela ohodnoteni, aj
keby bol jazyk nekonecny.

4 Sémantické vlastnosti a vztahy formul

4.1 Tautolodgie, splnitelné, falzifikovatelné a nesplnitelné formuly

Logické dosledky prazdnej tedrie

Tvrdenie vyplyva z nejakej tedrie (je jej logickym dosledkom), ked je prav-
divé v kazdom modeli tedrie, teda v kaZzdom stave sveta, v ktorom st prav-
divé vSetky tvrdenia teorie.

Co ked je tedria prazdna?

« Je pravdiva v kaZdom stave sveta.
« Jej logické dosledky su teda tieZ pravdivé v kazdom stave sveta.

Navyse:
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« Kazdy model hocijakej neprazdnej tedrie T je aj modelom prazdnej
teorie.

» Logické dosledky prazdnej teorie su v riom pravdivé.

« Preto su aj logickymi dosledkami 7.
Logické dosledky prazdne;j tedrie st teda dosledkami vSetkych teorii.
Priklady logickych d6sledkov prazdnej tedrie

Existuju vobec logické dosledky prazdnej tedrie?
Ano, napriklad:

« pre kazdu konstantu c je pravdivé tvrdenie ¢ = c;
+ pre kazdy atom A je pravdivé (A v —A).
PretoZe su pravdivé bez ohl'adu na tedriu a st pravdivé v kaZzdom stave

sveta, su logickymi pravdami a si nutne pravdivé.

Rozpoznatelné logické pravdy
Jazyk a spdsob pohladu na stavy sveta ovplyvriuje, ktoré logické pravdy
dokaZeme rozpoznat:

+ ¢ =caj(AVA)supravdivé v kazdej Strukture.

« Vyrokovologické ohodnotenia sa nezaoberajti rovnostnymi atdmami.
Pomocou nich nezistime, Ze ¢ = cje nutne pravda. Ale zistime, Ze (AV
—A) pre kazdy predikdtovy atom A je pravdivé v kazdom ohodnoteni,
a teda je nutne pravdou.

Logickym pravdam, ktorych nutna pravdivost dokdzeme urcit rozborom
vSetkych vyrokovologickych ohodnoteni, hovorime fautologie.

Priklad tautolégie
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Priklad 4.1 (Peirceov zakon). Majme jazyk £ s C, = {a,b}, P, = {p'}. Je
formula X = (((p(a) — p(b)) — p(a)) — p(a)) tautologiou?

Oznatme A = p(a)aB = p(b),teda X = (((A - B) > A) - A)
a preskumajme vSetky vyrokovologické ohodnotenia tychto atémov:

U; X

A B (A- B) ((A—)B)—)A) (((A—)B)—)A)—>A)
vy f f Fp ¥y Fp
v, f t Fp o Fo
v, t f Ep Fp Fp
vy t ot Fo Fp Fp

PretoZe X je pravdiva vo vSetkych ohodnoteniach pre £, X je tautoldgiou.

Tautolégia

Definicia 4.2. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologicka formula. Formulu X nazveme tautolégiou (skra-
tene F, X) vtt X je pravdivd v kazdom vyrokovologickom ohodnoteni v
pre £ (teda pre kazdé vyrokovologické ohodnotenie v pre £ plati v Fj, X).

A A, X
v f f I:p
v, f f F
v, t f By

Definicia vyZaduje preverit v§etky mozné ohodnotenia pre £, teda ohod-
notenia vietkych predikatovych atomov jazyka £. Ale...

Postacujica podmienka pre tautolégiu
Na konci prvej Casti tejto prednasky sme spomenuli, Ze plati:
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Tvrdenie 4.3. Nech £ jejazyk vyrokovologickej ¢astilogiky prvého rddu a nech
X jevyrokovologickd formula jazyka L. Pre vsetky ohodnotenia v, a v,, ktoré
zhoduju na mnozine atoms(X), plati v, F, X vit v, Fp X.

Na zistenie, ¢i formula je tautologia, teda staci teda preverovat ohodno-
tenia atomov vyskytujiicich sa vo formule:

Dasledok 4.4. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu
a nech X je vyrokovologicka formula jazyka L. Formula X je tautolégiou
vit X je pravdiva v kaZdom vyrokovologickom ohodnoteni v : atoms(X) —

it

Doékaz indukciou na konstrukciu formuly

(1) X je vyrokovologické formula jazyka £

(2) v, av, st ohodnotenia zhodné na atoms(X) Vo Fp Xvttv, By X

Baza: X je atom.
(3) X predikatovy atom  podla 1
(4) vy Fy Xvttv(X) =t def. pravdivosti
(5) vy By X vttvy(X) =t def. pravdivosti
6) VX)) =v,(X) podla 2
U; I=p X vtt v, I=p X podla4, 5,6

Doékaz indukciou na konstrukciu formuly

(1) Z je vyrokovologicka formula jazyka £

. F, Z F, Z
(2) v, av, st ohodnotenia zhodné na atoms(Z2) Yo Fp Zvitv, By

Ind. krok pre —: Formula v tvare Z = =X.
(IP) Tvrdenie plati pre X
(3) vy, v, sazhoduju na atoms(X) 2, atoms(—X) = atoms(X)

(4) vk, Xvtto, Fp X 3,IPpreZ=X
(5) U1 ':p -X vtt U #p X def. I:P
(6) vk, "X vttv, By X def. F,
(7) v Fp, X vtto, Bp X 4, def. ¥,
Uy |=p —X vt v,y I=p X 5,6,7
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Doékaz indukciou na konstrukciu formuly

(1) Z je vyrokovologickd formula jazyka £

(2) v, av, st ohodnotenia zhodné na atoms(Z) Yoy Zvitoy By 2

Ind. krok pre A: Formulav tvare Z = (X A Y).
(IP) Tvrdenie plati pre X ajpre Y
(3) atoms((X AY)) = atoms(X) U atoms(Y) def. atoms

(4) vy, v, sazhoduju na atoms(X) 2,3
(5) vk, Xvttv, Fp X 4,TPpreZ=X
(6) vy, v, sazhoduju na atoms(Y) 2,3
(7) vk YVtto, By Y 6,IPpreZ=Y
®) viFpXAY)Vitv FyXav F, Y def. F,
9 vF, XAY)Vitv, Fy X av, kY def. F,

v E, XAY)Vtto, By (X AY) 5,7,8,9

Doékaz tvrdenia 4.3 (eSte raz, vo vetach). Tvrdenie dokidZzeme indukciou na kon-
Strukciu formuly:

1.1. Ak X je rovnostny atém, nie je vyrokovologickou formulou a tvrdenie
preni plati trividlne.

1.2. Nech X je predikatovy atom. Zoberme lubovolné ohodnotenia v,
a vy, ktoré sa zhoduju na atoms(X), teda na samotnom X. Podl'a definicie
pravdivosti plati v; F, X vit v,(X) =t vit v,(X) = ¢ vtt v, F, X.

2.1 Indukény predpoklad (IP): Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre for-
mulu X. Dokdzme ho pre —=X. Zoberme l'ubovolné ohodnotenia v; a v,,
ktoré sa zhoduju na atoms(—X). PretoZe atoms(—X) = atoms(X), v; a v, sa
zhoduju na atoms(X), a teda podla IP v, F, X vtt v, F, X. Preto v; F, =X
vit (def. Fp) vy F, X vit (IP) v, K, X vtt (def. Fp) v, F, ~X.

2.2 Indukény predpoklad (IP): Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre for-
muly X a Y. DokdZme ho pre (X A Y). Zoberme I'ubovolné ohodnotenia
U] a U,, ktoré sa zhoduju na atoms((X A Y)). PretoZe atoms((X A Y)) =
atoms(X) U atoms(Y), v; a v, sa zhoduji na atoms(X), a teda podla IP
vy Fp X vttv, F, X; tiez sa zhoduju na atoms(Y), a teda podla IP vy Fj, Y vtt
vy Fp Y. Preto vy Fp (X AY) vit (def. Fp) vy Fp Xav, Fp Y vt (IP) v, Fp X
av, Fp Yvtt(def. Fp) v, F, (X AY).

Podobne postupujeme pre dalSie binarne spojky. O
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Tautolégie a vyplyvanie

Tvrdenie 4.5 (Tautoldgie, vyplyvanie a jeho monoténnost). Nech £ je jazyk
vyrokovologickej casti logiky prvého radu. Nech A je vyrokovologicka formula
v £. Nech T; a T, su vyrokovologické teorie v £. Potom:

a) E, A (A jetautoldgia) vit § =, A (A vyplyva z prazdnej teorie).
b) Tk, AaT, CT, tak T, k=, A.

c) F, Avit pre kazdu teoriuTv L, T Fp A

Splnitelnost

Kym tautologie su nutne pravdivé, teda pravdivé vo vsetkych ohodnote-
niach, mnohé formuly iba méZu byt pravdivé, teda s pravdivé v niektorych
ohodnoteniach.

Nazyvame ich splnitelné.

Definicia 4.6. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologickd formula. Formulu X nazveme splnitelnou vtt
X je pravdivd v nejakom vyrokovologickom ohodnoteni pre £ (teda existuje
také vyrokovologické ohodnotenie v pre £, Ze v Fy X).

Falzifikovatelnost

Narozdiel od tautologii, ktoré st nutne pravdivé, a teda nemoézu byt nepravdivé,
mnohé formuly moZu byt nepravdivé, teda st nepravdivé v niektorych ohod-
noteniach.

Nazyvame ich falzifikovatelné.
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Definicia 4.7. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologickd formula. Formulu X nazveme falzifikovatelnou
vtt X je nepravdiva v nejakom vyrokovologickom ohodnoteni pre £ (teda
existuje také vyrokovologické ohodnotenie v pre £, Ze v ¥, X).

Nesplnitelhost

Nakoniec, mnohé formuly st nutne nepravdivé, teda st nepravdivé vo vset-
kych ohodnoteniach.

Nazyvame ich nesplnitelné.

Definicia 4.8. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologicka formula. Formulu X nazveme nesplnitelnou vtt
X je nepravdivd v kazdom vyrokovologickom ohodnoteni pre £ (teda pre
kaZdé vyrokovologické ohodnotenie v pre £, plati v ¥, X).

»,Geografia“ formul podla pravdivosti vo vsetkych ohodnoteniach
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Splnitelné Falzifikovatelné
existuje v, v F, X existuje v, v ¥, X

Tautologie Splnitelné aj Nesplnitelné

v F, X pre vSetky v falzifikovatel'né v K, X pre vietky v

Obrazok podla [ ]

4.2 Ekvivalencia

Logicka ekvivalencia

Dve tvrdenia su ekvivalentné, ak su v kazdom stave sveta bud obe prav-
divé alebo obe nepravdivé.

Ekvivalentné tvrdenia su navzajom nahraditelné. To je vyhodné vtedy,
ked potrebujeme, aby tvrdenie malo nejaky poZadovany tvar, alebo pouZi-
valo iba niektoré spojky. Napriklad vstupom pre SAT solver je tedria zloZena
iba z disjunkcii literalov.

Podobne ako pri tautolégidch moZeme pomocou skimania vSetkych ohod-
noteni rozpoznat niektoré ekvivalentné tvrdenia zapisané formulami (ale
nie vSetky, pretoZe ohodnotenia napriklad nedavaji vyznam rovnostnym
atbmom).

Priklad vyrokovologicky ekvivalentnych formdl

Priklad 4.9. V jazyku £ z prikladu 4.1 oznatme A = p(a) a B = p(b). Su
formuly X = (A — -B)aY = (A A B) vyrokovologicky ekvivalentné?
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Presktimajme vSetky vyrokovologické ohodnotenia atbmov A a B:

v; X Y
A B -B (A--B) -(A--B) (AAB)
v f f R Fp ¥, ¥,
v f ot K Fp ¥, b
v, t f K Fp ¥p ¥p
vy t t K | E E

o
=]
o
o

X je pravdiva v prave tych ohodnoteniach pre £, v ktorych je pravdiva Y,
preto X a Y st vyrokovologicky ekvivalentné.

Vyrokovogicka ekvivalencia

Definicia 4.10. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X a Y st vyrokovologické formuly jazyka £. Formuly X a Y st vyro-
kovologicky ekvivalentné, skratene X <, Y vtt pre kazdé vyrokovologicke
ohodnotenie v pre jazyk £ plati, Ze X je pravdivd vo v vtt Y je pravdiva vo v.

<=>p verzus <

1. Pozor! Nemylte si zapis X <, Y s formulou (X < Y).

« X ©, Y je skratené vyjadrenie vztahu dvoch formul podla defini-
cie 4.10. Ked napiSeme X <, Y, tvrdime tym, Ze X a Y su vyrokovo-
logicky ekvivalentné formuly (alebo sa pytame, ¢i to tak je).

+ (X & Y) je formula, postupnost symbolov, ktord mozZe byt pravdiva
v nejakom ohodnoteni a nepravdiva vinom, moZe byt splnitelna, tau-
tologia, falzifikovatel'n4, nesplnitelna, moze vyplyvat, ¢i byt nezavisla
od nejakej tedrie, alebo mdze byt vyrokovologicky ekvivalentnd s inou
formulou.

Medzi X <, Y a (X < Y) je vztah, ktory si ozrejmime neskor.

Zname ekvivalencie
O mnohych dvojiciach formul uz viete, Ze su vzijomne ekvivalentné. Zhr-
nuli sme ich do nasledujucej vety.
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Veta 4.11. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu. Nech
A, B a C su lubovol'né vyrokovologické formuly jazyka £. Potom:

(A— B) &, (-AVB)

nahradenie —

(ANBAC)) &, ((AAB)AC) asociativnost A
(AV(BVC) e, ((AVB)V(C) asociativnost v

(AAB) e, (BAA)
(AVB) e, (BVA)

komutativnost A

komutativnost v

(AANBVC) e, (AAB)V(AACQ)) distributivnost A cez v
(AV(BAC)) &, (AVB)A(AVO)) distributivnost v cez A

Veta 4.11 (pokracovanie).

“(AAB) &, ("AV-B)
“(AVB) &, (FAA-B)

A, A

(ANA) &, A
(AvA)e, A

(AAT)ep A
(Avl)e, A

(AV(AAB)) &, A
(AAN(AVB)) e, A

(Av-A)e, T
(An-A)e, L

de Morganove

zékony
zakon dvojitej negacie

idempotencia pre A
idempotencia pre v

identita pre A
identita pre v

absorpcia

vylucenie tretieho (tertium non datur)

spor,

kde T je lubovolna tautolégia a L je lubovolnd nesplnitelnd formula.
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Vseobecné dokazy znamych ekvivalencii

Pre konkrétne dvojice formul v konkrétnom jazyku sa ekvivalencia d4 do-
kazat rozborom vSetkych ohodnoteni ako v priklade 4.9.

Dokaz ekvivalencie (A — B) a (~A V B) pre lubovolné formuly A a B
vyZaduje opatrnejsi postup.

NemoZeme predpokladat, Ze A a B su atomické a ohodnotenia im priamo
priraduju pravdivostné hodnoty f a t (ak napr. A = (p(a) A =p(a)), tak v(A) nie je
definované, definované st iba v(p(a)) a v(p(b))).

MoéZeme vSak:

1. zobrat lubovolné ohodnotenie v,

2. rozobrat vSetky pripady, akymi mo6zu byt A a B pravdivé alebo ne-
pravdivé v tomto ohodnoteni (teda v FpAavF, B,uEF, Aav kfp B,
vk,AavF,B,vF, Aav ¥, B)

3. aukdzat, Ze vkazdom pripade je (A — B) pravdiva vo v vtt je ("AVB)
pravdiva vo v.

Priklad 4.12 (Dokaz prvej ekvivalentnej dvojice z vety 4.11). Nech A a B sa
l'ubovol'né vyrokovologické formuly v [ubovolnom jazyku £.

Nech v je I'ubovolné ohodnotenie pre £. V tomto ohodnoteni moze byt
kazda z formul A a B bud pravdiva alebo nepravdiva, a teda moézu nastat
nasledovné pripady:

« VF, AavF, B,vtedyv F, (A - B)av F, (TAV B);
« VF, AavF, B,vtedyv F, (A - B)av F, (TAV B);
« vk, AavF, B,vtedyv ¥, (A — B)av ¥, (mAV B);
« VFyAavFk, B,vtedyv F, (A — B)av k, (TAV B).
Rozobrali sme vsetky pripady pravdivosti A a B v ohodnoteni v a aj ked' sa
pripady od seba liSia pravdivostou (A — B) a (—A V B), v kazdom pripade
plati, ze v F, (A — B) vtt v F, (mA V B). Preto mozeme konstatovat, Ze bez
ohladu na to, ktory pripad nastdva, v ohodnoteni v plati, Ze v F, (A — B)
vitv F, (ZAV B).
PretoZe ohodnotenie v bolo lubovolné, mdzZeme toto konstatovanie zo-

vSeobecnit na vSetky ohodnotenia pre £ a podla definicie 4.10 si (A — B)
a (mA V B) vyrokovologicky ekvivalentné.
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Dokazy rozborom pripadov
Rozbor pripadov z odraZzkového zoznamu v predchddzajucom dokaze
mozeme zapisat do podobnej tabulky ako v priklade 4.9:

A B (A-B) (mAVB)
v P—‘p lfp Fp Fp
v bfp I=p I=p I=p
v |=p pr pr F—‘p
v E, E E =

o
el
el
o

VZdy ju v8ak treba doplnit
1. tvodom o I'ubovolnom ohodnoteni,
2. tvodom k rozboru pripadov,
3. zaverom o vSetkych pripadoch,
4. zaverom o vSetkych ohodnoteniach.

Podobne mo6Zeme uvazovat o tautolégiach, nesplnitelnosti, aj vyplyvani.

4.3 Vztah tautolégii, vyplyvania a ekvivalencie

Tautolégie a vyplyvanie

Tautoldgie nie si zaujimavé iba preto, Ze su logickymi pravdami.

Kedy je formula ((A; A A,) — B) tautologia?

Vtedy, ked je pravdiva v kaZdom ohodnoteni, teda ked v kazdom ohodno-
teni v mame v ¥, (A; A A,) alebo v F,, B, Cize ked v kazdom ohodnoteni v,
v ktorom v F, (A; A Ay), mdme aj v F, B teda ked v kazdom ohodno-
teni v, v ktorom v F, A; av F, A;, madme aj v F, B, teda ked z {4;, A5}
vyrokovologicky vyplyva B.

Vztahy vyrokovologického vyplyvania a tautolégii
Pripometime, Ze podla tvrdenia 4.5: @ F, A vit =, A.

Tvrdenie 4.13 (Sémanticka verzia vety od dedukcii). Nech £ je jazyk vyro-
kovologickej casti logiky prvého radu. Nech T je vyrokovologickd tedria, nech
A, B, C su vyrokovologické formuly v £. Potom:
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a) TU{A} R, Cvit T F, (A - C).
b) T U{A,B}k, Cvit TU{(AAB)} E, C.

Dosledok 4.14 (Redukcia vyplyvania na tautologiu). Nech £ je jazyk vyro-
kovologickej ¢asti logiky prvého rddu. Nech A, A,, ..., A, a C sti vyrokovolo-
gické formuly v jazyku £. Potom {A, ..., A} B, Cvtt =, ((( (A A Ap) A
) AA,) = C).

Dokaz tvrdenia 4.13. a)Nech T je tedriaa A a C sa vyrokovologické formuly
v lubovolnom jazyku £.

(«) Predpokladajme, ze T F, (A — C) a dokdzme priamo, ze z T U {A}
vyplyva C.

Zoberme l'ubovol'né vyrokovologické ohodnotenie v pre £, ktoré je mo-
delom T U{A}. Vo v su teda pravdivé vSetky formuly z T U{A}. Preto v F, T
atiez vk, A.

Z v Fy T na zéklade predpokladu T F, (A — C) dostivame, Ze vo v je
pravdiva implikdcia (A — C), teda podla definicie pravdivosti v ¥, A alebo
v |=p C. PretoZe ale vieme, Ze v Fp A,musi vF, C.

Ked'Ze v bol I'ubovolny model T U{A}, mbdZeme toto zistenie zovSeobecnit
na v8etky ohodnotenia a podla definicie vyplyvania potom T U{A} &, C .

(=) Predpokladajme, Ze z T U {A} vyplyva C a dokdZme sporom, zZe z T
vyplyva (A — C).

Nech by existovalo ohodnotenie v, ktoré je modelom T, ale nie formuly
(A — (), teda podla definicie pravdivosti v F, A a v ¥, C.ZvF, Ta
v F, Améame v F, TU{A} azpredpokladu T U{A} F, C dostavame v F, C
, o je spor.

b) Dokaz je podobny ako v Casti a). O

Dokaz dosledku 4.14. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého
rddu. Nech Ay, A,, ..., A, a C su vyrokovologické formuly v jazyku £.
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Opakovanym pouZitim tvrdenia 4.13 a pomocou 4.5 dostdvame:

{A1,As, .., A B, C Vit {(Aj AAY), .., A} E, C
vtt
vit BU{((- (A AAD A IANA)YE, C
vit G, (¢~ (A AADA-)AA,) - C)
vit  E, (- (A AA)A)AA,) > C) O

Tautolégie a ekvivalencia

Kedy je formula (X < Y), teda (X - Y) A (Y — X)) tautologia?

Vtedy a len vtedy, ked je pravdiva v kaZdom ohodnoteni, teda vtt v kaz-
dom ohodnoteniv méme v F, (X — Y)av k, (Y - X), vttvkaZzdom ohod-
noteni v mame bud v ¥, X alebo v F Y a zaroveri bud v ¥, Y alebo v F X,
vtt v kazdom ohodnoteni v plati, Ze ak v Fp X, tak v Fp Y, a ak v Fp Y,
tak v I=p X, vtt v kazdom ohodnoteni v mame v I=p X vtto I=p Y, vtt X
je vyrokovologicky ekvivalentna s Y.

Tvrdenie 4.15. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X a 'Y su vyrokovologické formuly v £. Potom (X < Y) je tautologia vt
X a'Y st vyrokologicky ekvivalentné. (Skrdtene: F, (X © Y)vit X ©,Y.)

4.4 Ekvivalentné Gpravy a CNF

Retazenie ekvivalentnych Gprav
Urcite ste uz robili ekvivalentné tpravy formul, pri ktorych ste retazili
dvojice vzajomne ekvivalentnych formul:

~(A = =B) &, (A V —B) &, (~=A A ~=B) &, (AAB)

a nakoniec ste prehlasili, Ze prva (A — —B) a posledna formula (A A B) su
ekvivalentné.

Mohli ste to urobit, lebo <) je tranzitivna relacia na formulach, dokonca
viac nez iba tranzitivna.
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Vyrokovologicka ekvivalencia ako relacia ekvivalencie

Tvrdenie 4.16. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu.

Vztah vyrokovologickej ekvivalencie <, je reldciou ekvivalencie na vyroko-
vologickych formulach jazyka L, teda pre vsetky vyrokovologické formuly X,
Y, Z jazyka L plati:

* Reflexivita: X <, X.
« Symetria: Ak X &, Y, takY <, X.
« Tranzitivita: Ak X ©, Y aY &, Z, tak X &, Z.

Doékaz. Priamym dokazom dokaZeme tranzitivitu. Ostatné vlastnosti sa daja
dokéazat podobne.

Nech X, Y a Z st vyrokovologické formuly jazyka £. Nech (1) X je vyro-
kovologicky ekvivalentnd s Y a (2) Y je ekvivalentna so Z.

Aby sme dokdzali, Ze X je vyrokovologicky ekvivalentnd so Z, musime
ukazat, Ze pre kazdé ohodnotenie pre jazyk £ plati, Ze v F, X vttv Fj, Z.

Nech teda v je lubovolné ohodnotenie pre £.

« Ak v F, X, tak podla predpokladu (1) a definicie vyrokovologickej
ekvivalencie 4.10 musi platit v F, Y, a teda podla predpokladu (2)
a definicie ekvivalencie mame v Fj Z.

« Nezévisle od toho, ak v F, Z, tak v F, Y podla (2) a def. 4.10, a teda
v F, X podla (1) a def. 4.10.

Pretov Fp, X vttv F, Z.

PretoZe v bolo I'ubovolné, moZeme nas zaver zovSeobecnit na v§etky ohod-
notenia, a teda podl'a definicie ekvivalencie 4.10 s X a Z vyrokovologicky
ekvivalentné. O

Substittcia pri ekvivalentnych tpravach
V retazci ekvivalentnych tprav

(A - 2B) &, 7(mAVB) &, (7mAAB)
<, (AATB) e, (AAB)
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v prvom, tretom a Stvrtom kroku nezodpovedd celd formula niektorej zo
znamych ekvivalencii z vety 4.11.

Podla znamej ekvivalencie sme nahradzali podformuly — substituovali
sme ich.

Definicia 4.17 (Substitticia). Nech £ je jazyk vyrokovologickej asti logiky
prvého raddu a nech X, A, B su formuly jazyka £. Substitiiciou Bza Av X
(skratene X[A|B]) nazyvame formulu, ktora vznikne nahradenim kazdého
vyskytu A v X formulou B.

Substitucia rekurzivne

Substittciu si vieme predstavit aj ako induktivne definovanu (rekurzivnu)
operéaciu:
Substitucia rekurzivne
Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu. Pre vSetky for-
muly A, B, X, Y jazyka £ a vSetky binarne spojky b € {A,V, =}

X[A|B] = B, ak A =X
X[A|B] =X, ak X jeatbma A # X
(~X)[A|B] = ~(X[A|B]), ak A # X
X bY)[AIB] = (X[A|B]) b (Y[A|B])), akA#(XDbY).

Korektnost substittcie ekvivalentnej formuly
Substituciou ekvivalentnej podformuly, napriklad

(—|—|O A —|—|C)[—|—|O|O] = (O A C )’
skuto¢ne dostavame formulu ekvivalentnt s pévodnou:

Veta 4.18 (Ekvivalentné upravy substiticiou). Nech £ je jazyk vyrokovolo-
gickej casti logiky prvého radu a nech X je formula, A a B su vyrokovologicky
ekvivalentné formuly jazyka £. Potom formuly X a X[A|B] su tieZ vyrokovo-
logicky ekvivalentné.

Toto tvrdenie modZeme dokazat indukciou na konStrukciu formuly.
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Ekvivalentné Gpravy a vstup pre SAT solver

Castym pouzitim ekvivalentnych uprav je transformAcia teérie (napri-
klad o nejakom Sudoku) do tvaru vhodného pre SAT solver.

Aby sme tento tvar mohli popisat, potrebujeme pomenovat viacndsobne
vnorené konjunkcie a viacndsobne vnorené disjunkcie a dohodneme sa na
skracovani ich zapisu vynechanim vnutornych zatvoriek.

Konjunkcia a disjunkcia postupnosti formul

Definicia 4.19. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech A, A,, ..., A, je kone¢nd postupnost formul jazyka L.

+ Konjunkciou postupnosti Ay, ..., A, je formula (((A; AAy) AA3)A--- A
A,), skratene (A} A Ay AA3 A= AAp).

- Konjunkciu prazdnej postupnosti formul (n = 0) oznacujeme T.
Chapeme ju ako I'ubovolnt tautoldégiu, napriklad (P(c) vV =P(c))
pre nejaky unarny predikat P a nejakt konS$tantu c jazyka L.

« Disjunkciou postupnosti Ay, ..., A, je formula (((A; VA,)VA3) V-V
A,), skratene (A; VA, VA3V -V Ap).

- Disjunkciu prdzdnej postupnosti formul oznac¢ujeme L alebo [].
Chapeme ju ako I'ubovolnt nesplnitelnu formulu, napriklad (P(c)A

~P(c)).
« Pre n = 1 chipeme samotnt formulu A, ako konjunkciu aj ako dis-
junkciu jednoprvkovej postupnosti formul A;.
Literal, klauzula, konjunktivny normalny tvar
Vstup do SAT solvera je formula v konjunktivnhom normalnom tvare.
Definicia 4.20.
Literdl je atdm alebo negécia atomu.

Klauzula (tiez ,klauza“, angl. clause) je disjunkcia postupnosti literdlov.

Formula v konjunktivnom normdlnom tvare (angl.conjunctive normal form,
CNF) je konjunkcia postupnosti klauzul.
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Priklad 4.21. Literaly: P, C, ~C, -O
Klauzuly: (=P Vv OV —C), ale aj P, =0, ],

CNF: ((PVO)ALD, ((-PVO)A(OVC(C)),aleajP,—=0, T, (PV-0) (PA-OAC),

1,
kde P, O, C st lubovolné atémy.

Existencia ekvivalentnej formuly v CNF

Veta 4.22. Ku kazdej vyrokovologickej formule X existuje ekvivalentna for-
mula C v konjunktivnom normdlnom tvare.

Dokaz. Zoberme vSetky ohodnotenia vy, ..., v, také, Ze v; F, "X av;(A) =
f pre vSetky atomy A ¢ atoms(—X). Pre kazdé v; zostrojme formulu C; ako
konjunkciu obsahujucu A, ak v;(A) = ¢, alebo ~A, ak v;(A) = f, pre kazdy
atom A € atoms(—X). Oc¢ividne formula D = (C; V --- VC,,) je ekvivalentna
s °X (vymenuva vSetky moznosti, kedy je =X pravdiva).

Znegovanim D a aplikiciou de Morganovych pravidiel dostaneme for-
mulu C v CNF, ktor4 je ekvivalentna s X. O

Konverzia formuly do ekvivalentnej v CNF

Skamanie vSetkych ohodnoteni podla dokazu vety 4.22 nie je idedlny
sposob ako upravit formulu do CNF — najmé ked ma vel'a premennych a jej
splnitelnost chceme rozhodntt SAT solverom.

Jednoduchy algoritmus na konverziu formuly do ekvivalentnej formuly
v CNF zaloZeny na ekvivalentnych tpravach si naprogramujete ako 4. prak-
tické cvicenie.

Konverzia formuly do ekvivalentnej v CNF
Zéakladny algoritmus konverzie do CNF ma dve fazy:

1. Upravime formulu na negacny normdlny tvar (NNF) — nevyskytuje
sa v iom implik4cia a negované st iba atomy:
« Nahradime implikdcie disjunkciami: (A - B) <, (mAV B)

« Presunieme — k atbmom opakovanym pouzitim de Morgano-
vych zadkonov a zdkona dvojitej negicie.
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2. Odstranime konjunkcie vnorené v disjunkciach ,,roznasobenim“ podla
distributivnosti a komutativnosti:

(AV(BAC)) &, (AVB)A(AV())
(BAC)VA) e, (AV(BAC) &, (AVB)A(AVC))
<, (BVA)A(AVD))

S, (BVA)A(CV A)

Konverzia formuly do ekvivalentnej v CNF
Priklad 4.23. Uprava formuly do NNF:

(5SAP) = ~(ZV-0)) €, (7(7SAP)V~(ZV-0)) (nahr.—)
<p (=S Vv =P)V (=Z A—=70)) (2 xde Morgan)
<p ((Sv-P)V(=Z AO)) (2xdvoj. neg.)
Uprava formuly v NNF do CNF:
((Sv=P)Vv(=ZAO))
&, ((SVP)VAZ)A((SV-P)VO)) (distr. AcezV)
Podl'a dohody v def. 4.19 vyslednu formulu v CNF skratene zapiSeme:

(Sv-aPVv-Z)A(SV-PVO))

4.5 CNF vs. XOR

XOR
a|b|a®b
00 0

Logicka spojka exlusive or (XOR): 01 1

1|0 1
1|1 0

zodpoveda scitaniu v poli Z,
« komutativna a asociativna

« rychlo vypocitatelnd, aj na arovni hardvéru

dolezita v kryptoldgii
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XOR

Ideélna Sifra: vezmeme nahodny retazec (klI'u¢) rovnako dlhy ako sprava a
spravime XOR bit po bite. Pouzity kl'iu¢ zahodime. VSetky zasifrované texty
su rovnako pravdepodobné.

Redlne Sifry: kl'a¢ je kratky (napr. 1024 B). Ak by sme ho nakopirovali
velakrat za sebou, bity spravy Sifrované tym istym bitom kl'uca vytvoria sla-
binu (moZno desifrovat aj bez znalosti kl'ica, staci uhddnut jeho dizku).
Preto napr. pouZijeme kl'u¢ ako seed do pseudondhodného generatora a vy-
generujeme retazec potrebnej dizky.

Utoky na Sifry: o.i. pomocou SAT solvera, ktory vie pracovat s XOR (ak-
tivna oblast vyskumu).

XOR

Ku XOR existuje prepis do CNF, napr. z a @ b @ c sa stane

(avbve)yA(av-bv-c)AbVv-av-c)A(cV-aV-b)

Ale s poétom premennych rastie dizka ekvivalentnej CNF formuly expo-
nencidlne. Preto sa oplati predspracovanie: XOR formuly vnimame ako stcty
nad Z, a pouZijeme Gaussovu eliminaciu.

a1®a2@a3=0
a1®a3®a4=0

11101]0
10111]0
10111]0
010110

Rekapitulacia

Rekapitulacia
Dnes sme prebrali:

« Logické vyplyvanie z teorie a logicky dosledok teorie

+ Nezavislost formuly od teérie
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Styri situécie vo vztahoch tedrii a formul a ich praktické dosledky
SplniteIné a nesplnitel'né tedrie
Vztah nesplnitelnosti a vyplyvania

Vyznacné sémantické vlastnosti formul: tautologickost, splnitelnost,
nesplnitel'nost, falzifikovatelnost

Ekvivalencia — sémanticky vztah formul

Syntaktické odvodenie ekvivalencie pomocou substitucii podla zna-
mych ekvivalencii

NNF a CNF

Vztah tautolégii s vyplyvanim a ekvivalenciou
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4. prednaska
Dokazy a vyrokovologické tabla

Rekapitulacia
Minuly tyzderi sme sa zaoberali:

« vyrokovologickym vyplyvanim formuly z tedrie a nezavislostou for-
muly od teérie

« vlastnostami formul vzhl'adom na vSetky ohodnotenia:

tautoldgia,

splnitel'nost,

falzifikovatelnost,

nesplnitelnost;

o vztahmi formul:

- ekvivalencia;
« vztahom vyplyvania a ekvivalencie s tautologiami;

« transforméciou formul medzi jazykmi so zachovanim splnitelnosti.

5 Doékazy a vyrokovologické tabla
Riesenie slovnych tloh pomocou formalnej logiky

Na 1. praktickom cviceni a v 1. doméacej ulohe (AIN) sme rieSili nefor-
malne zadané problémy pomocou ich formalnej verzie:
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neformalne vyroky neformalna otazka
l formalizicia l

formadlna teéria formalny problém
(ne)splnitel'nost, hladanie vSetkych modelov,
vyplyvanie/nezavislost konkrétnych formdl, ...

. . <
proces rieSenia forméalneho problému

odpoved na formalny problém
|
interpretacia

odpoved na neformalnu otazku

Formalny problém sme riesili hrubou silou a sémanticky — rozborom vset-
kych ohodnoteni. Ziadne naozajstné usudzovanie. Vysledok zodpovedal vy-
sledku neformalneho usudku o probléme.

Dokazy neformalnych meta tvrdeni
V 1. domécej ulohe sme dokazovali tvrdenia o vyplyvani, splnitelnosti
a tautologiach:

« tvrdenia v slovencine;
« dokazy tieZ v slovencine.

Usudzovanie, ale neformalne.

Formalizacia dokazov

Logiku zaujima jazyk a usudzovanie.

Vyroky v slovencine (jazyk) sme sformalizovali ako formuly v jazyku lo-
giky prvého radu

« matematicka ,,datova Struktura®: postupnosti symbolov s induktiv-
nymi pravidlami kon§$trukcie;

« javovska datova Struktdra: stromy objektov podtried triedy Formula.

Dokazy (usudzovanie) zacneme formalizovat tento tyzderi.
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Co su dokazy a preco sa dokazuje

Dokazje avaha, ktord zdovodriuje, pre€o je nejaky zaver logickym dosled-
kom predpokladov.

Naco su vlastne dobré dékazy?

« MoZeme nimi presved¢it inych o pravdivosti svojich zaverov.

« Zvyfajne sumenej pracne a pochopitel'nejsie ako rozbor v§etkych moz-
nosti.
UZ rozobrat 16 mozZnosti je pracne.
Ak je moZnosti nekonecne vela, rozbor vSetkych moZnosti ani nie je
mozny.

« Odvodzovanim podla pravidiel dokazov moéZeme skumat, aké dosledky
ma naSa teoria aj bez konkrétneho ciela.

Preco formalizovat dokazy
Naco je dobré formalizovat ddkazy?

« Aby sme si ujasnili, ¢o su dokazy a kedy st sprdvne. Spravna argu-
mentécia nie je doleZita iba v matematike:
- uvazovanie o spravnosti nasich programov ¢i dopytov,
- zéklad kritického/vedeckého myslenia v beznom Zivote.
« Aby sme vedeli naprogramovat ddtové Struktury na ich reprezentaciu
v pocitaci.
« Aby sme mohli dokazovanie automatizovat.

- jeden z cielov klasickej umelej inteligencie

« Aby sme zistili, Co sa da a ¢o sa nedd dokazat.

- Prakticky: Co sa neda dokazat, toho dokaz sa neda automatizo-
vat.

- Filozoficky: Hranice poznania a chipania.
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5.1 Druhy dokazov

Druhy dékazov
V matematike sa na to pouZiva viac typov dokazov:

e priamy,

» sporom,

« nepriamy,

« analyzou pripadov,

ktoré sa casto kombinuja.

Priamy d6kaz a analyza pripadov

Priamy dokaz Z predpokladov postupnym odvodzovanim jednoduchych
logickych désledkov dospejeme k poZadovanému zaveru.

Dokaz analyzou (rozborom) pripadov Ked predpoklady obsahuju disjun-
kciu, dokdZeme pozadovany zaver z kazdého disjunktu a ostatnych
predpokladov nezdvisle od ostatnych disjunktov.

Ak aj predpoklady disjunkciu neobsahuju, mdZeme rozoberat pri-
pady, Ze je nejaké pomocné tvrdenie pravdivé alebo nepravdivé.

Priklad priameho dokazu s analyzou pripadov
Priklad 5.1 (Party 2 - priamy dokaz s analyzou pripadov). (A;) Anka pride,
iba ak pride Betka a Cyril. (4,) Ak pride Betka alebo David, pride aj Evka.
(As) Evka nepride, ak pride Fero.

Teda: (X) Ak pride Anka, tak nepride Fero.
Dokaz (priamo). Predpokladajme, Ze tvrdenia A; aZ Az su pravdivé. Do-
kaZzme X.

Ak nepride Anka, X je pravdivé (X je implikécia a jej antecedent je nepravdivy).

Preto predpokladajme, Ze Anka pride. Podla A; potom musia prist aj
Betka a Cyril. Preto pride Betka, a teda pride Betka alebo David. Podla A,
potom pride aj Evka. PretoZe podla A; by Evka nepriSla, ak by priSiel Fero,
ale Evka pride, musi byt pravda, Ze Fero nepride. Preto je tvrdenie X opat
pravdivé (X je implikacia a jej konzekvent je pravdivy).
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Dokaz sporom a nepriamy dokaz

Dokaz sporom Prijmeme predpoklady, ale spochybnime zdver — predpo-
kladame, Ze je nepravdivy. Postupnym odvodzovanim jednoduchych
logickych dosledkov dospejeme k sporu s predpokladom alebo inym
dosledkom.

Zaver teda nemoze byt nepravdivy, preto ak su pravdivé predpoklady,
je nutne pravdivy, vyplyva z nich.

Nepriamy dékaz — varidcia dokazu sporom Predpokladdme, Ze zaver je ne-
pravdivy. Postupnym odvodzovanim jednoduchych logickych désled-
kov dospejeme k nepravdivosti niektorého z predpokladov.

Tym dokdZeme: Ak je nepravdivy zéver, tak si nepravdivé predpo-
klady. Obmena: Ak st pravdivé predpoklady, je pravdivy zaver.

Priklad dokazu sporom

Priklad 5.2 (Party 2 - dokaz sporom).
(A;) Anka pride, iba ak pride Betka a Cyril. (A,) Ak pride Betka alebo Da-
vid, pride aj Evka. (A;) Evka nepride, ak pride Fero.

Teda: (X) Ak pride Anka, tak nepride Fero.
Dokaz (sporom). Predpokladajme, Ze tvrdenia A, aZ A; su pravdivé, ale X je
nepravdivé.

Predpokladdame teda, Ze pride Anka a pride aj Fero. Preto pride Fero,
a teda podla predpokladu A; Evka nepride. Zaroveri vieme, Ze pride Anka,
a podla A, teda pridu aj Betka a Cyril. Preto pride Betka, a teda pride Betka
alebo David. Podla A, potom pride aj Evka. To je v8ak spor z predchadza-
jucim dosledkom Aj;, Ze Evka nepride.

Predpoklad, Ze X je nepravdivé viedol k sporu, preto X je pravdivé.

Vyhody dokazu sporom
Dokaz sporom je velmi konkrétna ukézka kritického, vedeckého mysle-
nia:

1. Pochybujeme o pravdivosti tvrdenia.

2. Vyvratenim tejto pochybnosti sa presved¢ime o pravdivosti.
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Ma ale aj ,,technickt“ vyhodu: Nemusime pri iom aZ tak tapat, ako do-
spejeme k cielu, pretoze

« dostaneme viac predpokladov;
« mame jednoduchy ciel: najst spor;

« vidcSinou staci tvrdenia iba zjednoduSovat.

Odvodzovanie jednoduchych doésledkov

Kroky dékazu by mali odvodzovat jednoduché dosledky.

Tie potom pouzivame na odvodenie dalSich dosledkov.

Aky dosledok je jednoduchy?

Zavisi od citatel'a dokazu — musi byt schopny ho overit.

Matematici (a ucitelia) radi robia vicsie skoky a nechaju citatela (Stu-
denta) domyslat si, preco ich mohli urobit.

Vyucujuci cheu od Studentov malé kroky — aby si overili, Ze Student sku-
tocne uvazuje spravne.

5.2 Vyrokovologické tabla

Jednoduché dosledky podla definicie pravdivosti formul
Pozrime sa znova na priklad dokazu sporom:

1. Sformalizujme ho.
2. Uvedomme si, ¢o vlastne dokazujeme.

3. V8imajme si, aké kroky robime.

Priklad dokazu sporom s formulami
Priklad 5.3 (Party 2 - formalizovany dokaz sporom). Dokazme, Ze z teérie T =
{A,, A,, A3}, kde

A; = (p(A) = (p(B) Ap(C))) Anka pride, iba ak pride Betka a Cyril.
A, = ((p(B) v p(D)) = p(E)) Ak pride Betka alebo David, pride aj Evka.

Az = (p(F) = —p(E)), Evka nepride, ak pride Fero.
vyplyva formula X, pricom
X = (p(A) = —p(F)) Ak pride Anka, tak nepride Fero.
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Priklad 5.3 (Party 2 - formal. d6kaz sporom, pokrac.).
Dékaz (sporom). Predpokladajme, pre nejaké ohodnotenie v plati, Ze
M vk, (p(A) = (p(B) A p(C))),

(@) vk, (p(B) Vv p(D)) — p(E)),

(3) v Fy (p(F) — —p(E)), ale

@) v Ey (p(A) = —p(F)).

Podl'a definicie pravdivosti v ohodnoteni, potom mame:
(5) v Fp p(A) zo (4) a sticasne

(6) v ¥, =p(F) zo (4), teda

(7) v Ey p(F) z (6). Dalej

(8)v Fp p(F), alebo (9) v F, =p(E) podla (3).

coje (10) v ¥, p(E) z (9). Zaroven
Vv spore (11) v ¥, p(A), alebo (12) v F, (p(B) A p(C)) podla (1).
so (7), ¢oje (13) v F, p(B) z (12). Potom podla (2):
v spore (14) v ¥, (p(B) v p(D)), alebo (15) v k, p(E),
s (5), (16) v ¥, p(B) zo (14), spor s (10).
spor s (13);
Tablovy kalkul

Z takychto dokazov sporom vychadza tablovy kalkul — jeden z formal-
nych deduktivnych systémov pre vyrokovologicku Cast logiky prvého rddu

Formalny deduktivny systém je systém odvodzovacich pravidiel na kon-
Strukciu dékazov vyplyvania formul z tedrii.

Nami pouzivana verzia tablového kalkulu poch4ddza od Raymonda M. Smul-
lyana [ , ].

Postupne si ukdZeme, ako predchadzajuci dokaz premenime na tablo —
formalny dokaz v tablovom kalkule.

Oznacené formuly a ich sémantika
Zbavme sa najprv opakovania v Fj, ---av ¥ ---.

Definicia 5.4. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologickd formula jazyka £. Postupnosti symbolov TX
a F X nazyvame oznacené formuly.

Definicia 5.5. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
v je ohodnotenie pre £ a X je vyrokovologicka formula v £. Potom

* vo v je pravdivd T X (skratene v F, TX) vt vo v je pravdiva X;
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* vo v je pravdivd F X (skr. v F, FX) vtt vo v nie je pravdiva X.

Znamienko F sa teda sprava ako negicia a T nemeni vyznam formuly.
Znamienka F a T sa nesmu objavit v podformuléch. Vdaka znamienkam
sta¢i hovorit iba o pravdivych ozn. formulach.

Priklad 5.5 (Party 2 - dokaz s oznacenymi formulami). Predpokladajme, pre neja-
kom ohodnoteni v su pravdivé oznacené formuly
(D) T(p(A) = (p(B) A p(O))),

(@) T((p(B) Vv p(D)) — p(E)),

(3) T(p(F) — —p(E)), ale

(4) F(p(A) = —=p(F)).

Podl'a definicie pravdivosti, st vo v pravdivé:

(5) Tp(A) zo (4) a sucasne

(6) F—p(F) zo (4), teda

(7) Tp(F) z (6). Dalej

(8) Fp(F), alebo (9) T —p(E) podla (3).

coje (10) Fp(E) z (9). Zaroven
v spore (11) Fp(A), alebo (12) T(p(B) A p(C)) z (1).
so (7), ¢oje (13) Tp(B) z (12). Potom podla (2)
Vv spore (14) F(p(B) v p(D)), alebo (15) T p(E),
s (5), (16) Fp(B) zo (14), spor s (10).
spor s (13);

Kroky odvodenia
VSimnime si teraz kroky, ktoré sme v dékaze robili:

« Niektoré z pravdivosti formuly priamo odvodili pravdivost niektorej
priamej podformuly, napr.:
- z(4) F(p(A) — —p(F)) sme odvodili (5) T p(A);
- z(4) F(p(A) — —p(F)) sme odvodili (6) F =p(F);
- 7 (9) T-p(E) sme odvodili (10) F p(E).

« Iné viedli k analyze pripadov pravdivosti oboch priamych podformul:

- (2) T((p(B) v p(D)) — p(E)) viedla k analyze pripadov:
(14) F(p(B) v p(D)) alebo (15) T p(E).
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Priame odvodenie pravdivosti priamych podformdil
Z definicie pravdivosti formul Iahko dostaneme:

Pozorovanie 5.6. Nech v je lubovolné ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovolo-
gickej casti logiky prvého radu. Nech X a Y sti lubovolné formuly L:

Ak vk, X, tak v Fjp X. Ak vk, T-X, takv Fp FX.
Akv}fp -X, tak v |=pX. Akv I=pF—|X, tak v I=p TX.
AkvF, (X AY), takvF, X.  AkvF, TX AY), takv F, TX.
AkvE, (X AY), takvF, Y. AkvF, TXAY), takvF, TY.
AkvFy, (X VY) takvF, X. AkvF, F(XVY), takvF, FX.
AkvF,(XVY) takvk,Y. Akvk,FXVY) takvF,FY.
AkvF, (X = Y) takvF, X. AkvFk, F(X > Y) takvF, TX.
AkvF, (X > Y) takvk,Y. AkvFk,F(X —Y) takvF, FY.

Zjednodusujuce tablové pravidla
Z pozorovania 5.6 moZeme sformulovat pravidla, ktoré priamo odvodzuju
z oznacenych formul ich oznacené podformuly:

T-X F-X T(XAY) FXVY) F(X - Y)
FX TX TX FX TX
T(XAY) FXVY) F(X = Y)
TY FY FY

Na tieto pravdidla sa da pozerat ako na Specidlne pripady jedného pravidla,
ktorému sa hovori a, zjednodusenie alebo splostenie (angl. flatten), pre rézne
spojky.

Jednotny zapis oznacenych formul typu o

Definicia 5.7 (Jednotny zapis oznacenych formul typu «).

Oznacena formula A" je typu a vtt ma jeden a a A
z tvarov v l'avom stipci tabulky pre nejaké TXAY) TX TY
formuly X a Y. Takéto formuly budeme FXVY) FX FY
oznacovat pismenom «; @; bude oznacovat FX—>Y) TX FY
pr,isluém’l oznacenu formulu zo stredného T-X FX FX
sqpca, a, prislu$nu formulu z pravého F X TX TX
stlpca.
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Pozorovanie 5.8 (Stru¢ne vd'aka jednotnému zapisu). Nech v je lubovolné
ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovologickej casti logiky prvého rddu. Potom
VEpavitv Fy oy av Fy o

Analyza pripadov pravdivosti priamych podformdil
Z definicie pravdivosti formul lahko dostaneme:

Pozorovanie 5.9. Nech v je lubovolné ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovolo-
gickej casti logiky prvého rddu. Nech X a 'Y st lubovolné formuly L:

« Akv ¥, (X AY), takv ¥, X alebov ¥, Y. Akv F, F(X AY), tak
vk, FX alebov F, FY.

« Akv F, (X VYY), takv F, X alebov F, Y. Akv F, T(X VY), tak
vE, TX alebo v FpTY.

« Akv F, (X = Y), takv F, X alebov F, Y. Akv F, T(X — Y), tak
vk, FX alebov F, TY.

Rozvetvujuce tablové pravidla
Z pozorovania 5.9 mdézZeme sformulovat pravidla, ktoré vedu k analyze
pripadov pravdivosti priamych podformul:
FXAY) TXVY) TX > Y)

FX|FY TX |TY FX | TY

Aj na tieto pravdidla sa da pozerat ako na Specidlne pripady jedného pra-
vidla, ktorému sa hovori 3, vetvenie alebo rozdelenie (angl. split), pre rozne

spojky.

Jednotny zapis oznacenych formul typu

Definicia 5.10 (Jednotny zapis oznacenych formul typu 8).

Oznacena formula B* je typu 8 vtt ma jeden B B B
? tvarolv \)/( lavlc()rrr} sng 1?abulkly ﬁrednejake FXAY) FX FY
ormuly X a Y. Takéto formuly budeme TXVY) TX TY

oznacovat pismenom {; 3; bude oznacovat
prislu§nt oznacenu formulu zo stredného
stipca, B, prislusnt formulu z pravého
stipca.

TX—>Y) FX TY

94



Pozorovanie 5.11 (Stru¢ne vdaka jednotnému zapisu). Nech v je lubovolné
ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovologickej casti logiky prvého rddu. Potom

vE, Buttv Ey By alebov ky .

Oznacovanie oznacenych formul a ich mnozin
Co vlastne dokazujeme v nasom priklade? To, Ze predpoklad existencie
ohodnotenia v, v ktorom st pravdivé vSetky prvky mnoziny oznacenych for-

mul

ST ={T(p(A) - (p(B) A p(O))),
T((p(B) v p(D)) = p(E)),

T(p(F) = =p(E)),
F(p(A) — =p(F)) }

vedie k sporu, teda Ze S™ je nesplnitelnd.

Dohoda 5.12. Pre oznacené formuly budeme pouZivat velké pismena zo za-
¢iatku a konca abecedy s hornym indexom + a pripadne s dolnymi indexmi,

napr. A*, X¥.

Pre mnoZiny oznacenych formul budeme pouZivat pismend S, T s hor-

nym indexom + a pripadne s dolnymi indexmi, napr. S*, T;“ .

Priklad 5.12 (Party 2 - tablo).
L. T(p(A) = (p(B)Ap(C))) ST
2. T((p(B) v p(D)) = p(E)) S*

3. T(p(F) — —p(E)) S*
4. F(p(A) = —p(F)) S*
5. Tp(A) a4
6. F-=p(F) ad
7. Tp(F) ab
8. Fp(F) B3 9. T-p(E) B3
%7, 8 10. Fp(E) a9
11. Fp(A) f1 12. T(p(B) Ap(C)) pB1
%5, 11 13. Tp(B) al2
14. F(p(B)vp(D)) B2 |15. Tp(E) B2
16. Fp(B) al4d 10,15
%13, 16
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Struktura tabla
Co je teda tablo? Aka ,,datova Strukttra“? Co v nej musi platit?

T(p(A) — (q(B) AP(©))
T((p(B) v p(P)) - p(E)))
T(p(F) - -p(E))
F(p(A) 7 =p(F))

T p‘(A)

F ﬁF‘)(F)

Tp(F)

— ~
Fp(F) T ﬂ?(E)
* Fp(E)
~ ~
Fp(A) T(p(B) A p(©)
¥ Tp(B)
e ~
F(p(B) v p(D)) Tp(E)
Fp(B) ¥
%
Definicia 5.13 (Tablo pre mnozinu oznac¢enych formul | ,1979]). Ana-

Iytické tablo pre mnozinu oznacenych formul St (skratene tablo pre St) je
binarny strom, ktorého vrcholy obsahujui oznacené formuly a ktory je skon-
Struovany podl'a nasledovnych induktivnych pravidiel:

+ Strom s jedinym vrcholom (korefiom) obsahujucim niektort ozna-
¢enu formulu At z St je tablom pre S*.

« Nech 7 je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre St je
aj kazdé priame rogsirenie J ktorymkolvek z pravidiel:

a: Ak sa na vetve 7, (ceste z korefia do y) vyskytuje nejakd ozna-
¢end formula «, tak ako jediné dieta y pripojime novy vrchol
obsahujtci a, alebo a,.

B: Ak sa na vetve 7, (ceste z korenia do y) vyskytuje nejakd ozna-
¢end formula g, tak ako deti y pripojime dva nové vrcholy, pri-
¢om lavé dieta bude obsahovat §; a pravé 3,.

S*: Ako jediné dieta y pripojime novy vrchol obsahujtci lubovolnu
oznacend formulu A* € S*.
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Ni¢ iné nie je tablom pre S*.

Tabla a tablové pravidla

Povodné tablo Mozné priame rozsireniePravidla a oznacené formuly v nich

a a a a; a
{ O a TXAY) TX TY
O FXVY) FX FY

@ e FX—>Y) TX FY
o T-X FX FX
Y F-X TX TX

O B B B B
B 1B, FXAY) FX FY
e TXVvY) TX TY
p - TX—-Y) FX TY
,)\ny

Legenda: y je list v table 7', ), je cesta od korenia k y

Tabla a tablové pravidla (pokracovanie)

Pévodné tablo MozZné priame rozSirenie Pravidla a oznac¢ené formuly v nich

AT At est

Legenda: y je list v table 7', ), je cesta od korenia k y
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Uzavretost a otvorenost vetvy a tabla

Definicia 5.14. Vetvou tabla J je kazd4 cesta od koreria J k niektorému
listu 7.

Oznacena formula X+ sa vyskytuje na vetve r v J vtt X+ sa nachadza
vniektorom vrchole na 7. Skratene to budeme zapisovat Xt € formulas(r).

Tablo ~ dokaz sporom. Vetvenie ~ rozbor moznych pripadov. = Spor
musi nastat vo vSetkych vetvach.

Definicia 5.15. Vetva 7 tabla J” je uzavretd vtt na 7 sa sucasne vyskytuju
oznacené formuly FX a T X pre nejaku formulu X. Inak je 7 otvorend.

Tablo J je uzavreté vtt kazdd jeho vetva je uzavretd. Naopak, J” je otvorené
vtt aspori jedna jeho vetva je otvorena.

Priklad — vetvy a uzavretost

Priklad 5.16 (Vetvy a uzavretost). Uréme vetvy v table a zistime, ¢i su uzav-
reté a Ci je uzavreté tablo:

L. T(p(A) = (p(B)Ap(C))) S*

2. T((p(B) v p(D)) — p(E)) S*

3. T(p(F) = —p(E)) S*
4. F(p(A) = —p(F)) S*
5. Tp(A) a4
6. F-=p(F) ad
7. Tp(F) ab
8. Fp(F) B3 9. T-p(E) B3
%7, 8 10. Fp(E) a9
11. Fp(A) 1 12. T(p(B) Ap(C)) B1
%5, 11 13. Tp(B) al2
14. F(p(B)vp(D)) B2|15 Tp(E) B2
*%10,15
Korektnost tablového kalkulu
Veta 5.17 (Korektnost tablového kalkulu [ , 1). Nech S*je mno-

Zina oznacenych formiul a T je uzavreté tablo pre S*. Potom je mnozZina S*
nesplnitelnd.
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Désledok 5.18. Nech S je vyrokovologicka teéria a X je vyrokovologicka for-
mula. Ak existuje uzavreté tablo pre {TA | A € S} U {FX} (skrdt. S -, X),
tak z S vyrokovologicky vyplyva X (S Fp X).

Désledok 5.19. Nech X jevyrokovologicka formula. Ak existuje uzavreté tablo
pre {F X} (skratene -, X), tak X je tautoldgia (F, X).

Spomerite si 5.1
1. M4 kazdé tablo aspori jedno priame rozsirenie?

2. Mé kazdé¢ tablo najviac jedno priame roz§irenie?
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