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1 Atomické formuly

1.1 Sémantika atomickych formdil

1.1.1 Priklad. UvaZujme jazyk £ logiky prvého radu s mnoZinami symbolov C; =
{Anna, Boris, mama, oco} a P, = {diev¢al, chlapec!, sestra?, uprednostiiuje® }, pri-
¢om zamyslany vyznam predikdtovych symbolov je:

Predikat Vyznam
dievca(x) X je Zena
chlapec(x) X je chlapec
sestra(x, y) X je sestra y

uprednostiiuje(x,y,z) x uprednostiiuje y pred z

Prelozte nasledujuce atomické formuly do ¢o najprirodzenejSich vyrokov v sloven-
Cine:

(A;) dievca(Anna) (B;) dievca(mama)
(A,) chlapec(Boris) (B,) chlapec(oco)
(Az) sestra(Anna, Boris) (B3) uprednostiiuje(mama, Boris, Anna)

(A,) uprednostiiuje(mama, Anna, Boris) (B,) uprednostiuje(oco, Boris, Anna)
(As) uprednostiiuje(Boris, Boris, Anna)
Riesenie. Kazdu atomickud formulu zo zadania preloZime do vety v prirodzenom jazyku.

(A;) Anna je dievca. (B;) Mama je dievca.
(A,) Boris je chlapec. (B;) Oco je chlapec.
(A;) Anna je sestra Borisa. (B;) Mama uprednostiiuje Borisa pred An-
(A,) Mama uprednostiiuje Annu pred Bori- not.

som. (B;) Oco uprednostriuje Borisa pred An-
(As) Boris uprednostiiuje samého seba pred nou.

Annou. h

1.1.2 Priklad. Kol'ko atomickych formul mézeme zostrojit vjazyku £ z tlohy[1.1.1P



Riesenie. Pocet atomickych formul v jazyku £ zavisi od poctu individuovych konstant v ja-
zyku £ (teda od kardinality mnoziny €, ) a od jednotlivych arit jednotlivych predikatov z
mnoZiny P..

Vjazyku £ mame |C,| = 4.

Pomocou predikatového symbolu, kto-
rého arita je 1 teda moZeme vytvorit
v jazyku £ 4 atomické formuly. KedZe
unarne predikatové symboly mame v P,
dva (diev¢a a chlapec), dokopy vytvorime 8 atomickych formul.

Pre bindrny predikatovy symbol (sestra) vieme vytvorit 4% atomickych formul, teda 16.
K tejto moZnosti treba priratat aj rovnostné atomické formuly, ktoré vytvorime pomocou
symbolu rovnosti =. Tento symbol je tiez binarny, a teda formul bude opét 16.

Analogicky pre ternarny predikatovy symbol (uprednostiiuje) vytvorime 4° = 64 atomic-
kych formul.

Celkovo teda v jazyku £ modzeme zostrojit 8 + 16 + 16 + 64 = 104 atomickych formul. 1§

@ Pomécka. Vo vieobecnosti plati, ze pre [u-
bovolny predikatovy symbol p € P, s aritou k
apre |G, | = n mdzeme v jazyku £ vytvorit n*
atomickych formul.

1.1.3 Priklad. UvaZzujme jazyk £ a atomické formuly z tlohy[1.1.1} Rozhodnite,
ktoré z formul A, ...,[As| By, ...,[By|st pravdivé v §trukture M = (D, i), kde

D =1{1,2,3,4,5}
i(Anna) =1, i(Boris) =2, i(mama)=3, i(oco) =4,
i(dievéa) = {1, 5},
i(chlapec) = {2,4, 5},
i(sestra) = {(3,4),(1,2)},
i(uprednostnuje) = {(3,1,2),(3,2,1),(5,4,1),(5, 3,5}
Riesenie.
(A,) dievca(Anna) je pravdivé v M, skratene M F dievcéa(Anna),
pretoze i(Anna) = 1 € {1, 5} = i(dievca).

(A,) M E chlapec(Boris), pretozZe i(Boris) = 2 € i(chlapec).
(A;) M E sestra(Anna, Boris), pretoZe (i(Anna), i(Boris)) = (1,2) € i(sestra).

(A,) M E uprednostiiuje(mama, Anna, Boris),
pretoZe (i(mama), i(Anna), i(Boris)) € i(uprednostriuje).
(As) uprednostiiuje(Boris, Boris, Anna) nie je pravdivé v M,
skratene M ¥ uprednostiiuje(Boris, Boris, Anna),
pretoze (i(Boris), i(Boris), i(Anna)) ¢ i(uprednostriuje).

(B;) M ¥ dievca(mama), pretoZe i(mama) ¢ i(dievca).



(B,) M E chlapec(oco), pretoze i(oco) € i(chlapec).
(B;) M E uprednostiiuje(mama, Boris, Anna),
pretoZe (i(mama), i(Boris), i(Anna)) € i(uprednostiiuje).

(B4) M K uprednostiiuje(oco, Boris, Anna),
pretoze (i(oco), i(Boris), i(Anna)) ¢ i(uprednostniuje). b

1.1.4 Priklad. Uvazujme opit jazyk £ a atomické formuly z tlohy Zostrojte
Struktary M;, M, a M3 pre jazyk £ tak, aby kazda z nich sticasne bola modelom
vetkych formul A, ...,[As| ale nebola modelom Ziadnej z formul By, ...,[B,a aby
zdroven:

a) doména Struktiry M; mala asponi 5 prvkov;

b) doména Struktiry M, mala najviac 3 prvky;

¢) doména §truktiry M5 mala najviac 1 prvok.
Riesenie.

a) Struktura M; s aspoti 5 prvkami v doméne:

M, = ({a,b,c,d, m,0},1;)
i;(Anna) = a, i;(Boris)=b, i;(mama)=m, i;(oco)=o,
i,(dievéa) = {a},
i;(chlapec) = {b},
i,(sestra) = {(a, b), (c, d)},
i; (uprednostnuje) = {(m, a, b), (0, a, b), (b, b, a)}.

b) Strukttra M, s najviac 3 prvkami v doméne:

M, = ({a,b,c},ip)
i,(Anna) = a, i,(Boris)=b, i,(mama)=c, i,(oco)=rc,
i,(dievca) = {a},
i,(chlapec) = {b},
i,(sestra) = {(a, b), (c,c)},
i,(uprednostiuje) = {(c, a, b), (b, b, a)}.

¢) Nie je mozné zostrojit M, tak, aby mala najviac 1 prvok a sucasne bola modelom
vSetkych formul A4,, ..., ale nebola modelom Ziadnej z formul B,, ...,
Doména Struktiry nemoéze byt prazdna, preto M; by mala mat prave jeden prvok,
teda M; = ({a}, i) pre nejaky prvok a.



Problém nastava uz pri A, a B;. KedZe v doméne M je jediny prvok, musia ho po-
menuvat vSetky individuové konstanty, teda i;(Anna) = a, ale aj i;(mama) = a. Aby
bola A, pravdiva v M, potom musi byt a € i;(diev¢a), teda i;(dievéa) musi byt {a}.
Zaroveri ma byt B, nepravdiva, teda a ¢ i;(dievca), €o nie je mozné. s

1.1.5 Uvazujme jazyk £ logiky prvého rddu s mnozinami symbolov €, = {Alex,
Beata, Cyril, Dana, Edo, Gabika, oco} a P, = {zena?, rodi¢?, dieta®, starsi?}, pri¢om
zamyslany vyznam predikatovych symbolov je:

Predikat Vyznam

Zena(x) X je Zena

rodi¢(x, y) X je rodicom y

dieta(u,x,y) ujedietatom matky x a otca y
starsi(x, y) X je star$i ako y

Prelozte nasledujuce atomické formuly do ¢o najprirodzenejSich vyrokov v sloven-
¢ine:

(A;) zena(Beata) (B;) rodi¢(Edo, Edo)

(A,) dieta(Cyril, Gabika, Edo) (B,) starsi(Beata, Cyril)

(A3) starsi(Dana, Cyril) (B3) Cyril = oco

(A4) zena(Dana) (By) Zena(Alex)

(4s) rodic(Dana, Alex) (Bs) dieta(Beata, Gabika, oco)

(Ag) rodi¢(Dana, Beata)
(A;) dieta(Alex, Dana, Cyril)

(Bg) starsi(Gabika, Cyril)

1.1.6 Kolko atomickych formul mézeme zostrojit v jazyku £ z ulohy([1.1.5¢

1.1.7 Uvazujme jazyk £ a atomické formuly z tlohy Rozhodnite, ktoré z for-
mul Ay, ...,[A]] By, ...,[Bg|su pravdivé v §truktare M = (D, i), kde

D =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
i(Alex) =1, i(Beata)=2, i(Cyril)=3, i(Dana)= 4,
i(Edo) =9, i(Gabika) =7, i(oco) =3,
i(Zena) = 11,2, 3,8},
i(rodi¢) = {(4,1),(9,9),(2,3),(3,4),(8,7)},
i(dieta) ={(3,7,9),(2,7,3),(8,9,1)},



i(starsi) = {(2,1),(2,2),(2,3),(2,7),(3,4),(7,3),(8,7)}.

Q  Vsimnite si, Ze hoci kazda individuova konstanta musi byt interpretovana ako niektory
objekt domény (teda pomenuvat ho), nie vietky objekty musia byt pomenované a viacero in-
dividuovych konstant méze pomenuvat ten isty objekt.

Q  Lepsiu predstavu o struktire ¢asto ziskate, ked'si ju znazornite ako graf, v ktorom st uzlami
prvky domény. Pomaoct vam pritom moze prieskumnik struktur.

1.1.8 Uvazujme opit jazyk £ a atomické formuly z tlohy[I.1.5] Zostrojte truktury
My, M, a M; pre jazyk £ tak, aby kazda z nich bola modelom vSetkych formul A;,
..,|A7l ale sui¢asne nebola modelom Ziadnej z formul By, ..., [Bg|a aby zdroveri:

a) doména Struktiry M; mala asponi 9 prvkov;
b) doména Struktiry M, mala najviac 5 prvkov;
¢) doména Struktary M5 mala najviac 2 prvky.

Ak doména s poZadovanou kardinalitou neexistuje, detailne zddvodnite, preco to
tak je, na zaklade definicie Struktury a pravdivosti atdémov v nej.

1.2 Formalizacia do jazyka atomickych formdl

1.2.1 Priklad. Sformalizujte nasledujtice vyroky ako atomické formuly v spoloc-
nom jazyku logiky prvého radu £. ZapiSte mnoziny symbolov tohto jazyka a vy-
svetlite zamyslany vyznam jeho predikatovych symbolov.

(A1) Jozef je profesor.

(A,) Jozef a jeho kolegynia profesorka obeduju.

(A3z) Jozef je zemlovku, zatial ¢o kolegyiia ma na obed rezei.

(A4) Mdrii, ako sa Jozefova kolegyria vola, obed chuti.

(As) AjJozefovi jeho obed chuti, ma Zeml'ovku rad.

(Ag) Aj pani upratovacka je kolegyria Jozefa a Marie.

(Ag) Jozef uci predmet Dejiny antického Rima vo velkej poslucharni P42.
(Ag) Tento predmet (vZdy) niekto navstevuje.

(A1) Chodi nan aj pani upratovacka.


https://fmfi-uk-1-ain-412.github.io/structure-explorer/

Riesenie. Postupne sformalizujeme atomické vyroky a budeme pritom dbat na to, aby sme
volili vhodny spolo¢ny jazyk a zbytone ho nerozsirovali. Tvrdenie[(4, )]je jednoduché: kedze
Jozef je jednoznacne konkrétnou osobou z domény, ktoru popisuje uloha, zvolime si pre
jeho reprezentaciu individuovti konstantu Jozef. Dalej kedze byt profesorom je Jozefova
vlastnost, zvolime si pre fiu unarny predikdtovy symbol profesor®. Samotny vyrok mézeme
teraz vyjadrit atomickou formulou:

(A;) profesor(Jozef)

©Q Pozrime sa na dve alternativne rieenia, ktoré ale nie s spravne. Prvym je formula
je(Jozef, profesor). Co by v tomto pripade znamenala individuova konstanta profesor? Zmys-
lom slova profesor vo vete (A;) nie je konkrétny profesor, ale trieda/mnozina/kategdria/stibor
vSetkych profesorov. Preto je spravne volit predikatovy symbol.
Z podobnych dovodov je nespravna aj formula Jozef = profesor. Keby sme profesorov za-
pisovali tymto sposobom, v skutocnosti by boli vSetci profesori stotoZzneni do jedného objektu
domény, ¢o v tomto pripade celkom urcite nechceme.

(Zatial) nevieme meno Jozefovej kolegyne z tvrdenia[(A,)] ale urcite je to tiez konkrétna
osoba. Vytvorime si preto novu individuova kons$tantu o, aby sme mohli vSetky vyroky o nej
zapisat. Tvrdenie sa v skutocnosti skladd z viacerych atomickych vyrokov. V prvej ¢asti
sa dozvieme, Ze o, je profesorka, tu pouZijeme opit unarny predikétovy symbol profesor?.
TieZ sa dozvieme, Ze ide o Jozefovu kolegyiiu. KedZe byt kolegom (alebo kolegyriou) je vztah
dvoch I'udi (elementov z domény), vytvorime si pre jeho reprezentaciu binarny predikatovy
symbol kolega?. V d'algej Casti tvrdenia sa dozvieme, Ze obaja obeduju — toto koreSponduje
dals$im dvom atomickym vyrokom, ktoré vieme 'ahko zapisat napriklad pomocou unarneho
predikatového symbolu obedujel:

(A,;) profesor(o,)
(4,,) kolega(Jozef,o,)
(A,;) obeduje(Jozef)
(A,4) obeduje(o,)

Q  Vsimnime si, Ze v pripade Jozefovej kolegyne 0, sme nevytvorili novy predikatovy symbol
profesorka?, ale rovnako ako v pripade Jozefa sme pouzili symbol profesor?. Hoci v slovencine
na to mame dve samostatné slova, ich vyznam pre sSkolskii doménu je rovnaky — je to symbol
pre skupinu vsetkych elementov domény, ktoré predstavuju profesorov. Ak by sme na napr.
pytali na vietkych profesorov, iste by sme zahrnuli aj o,. Podobne aj v pripade vztahu byt kole-
gom alebo kolegyriou budeme pouzivat vzdy len jeden predikatovy symbol kolega? a nebudeme
vytvarat symbol kolegyria?.



Podobne ako v pripade Jozefovej kolegyne profesorky, aj v nasledujicom tvrdeni sa
stretneme s konkrétnymi objektmi, ktoré si pomenované len menami vieobecnych , kate-
gorii“, do ktorych patria. Vytvorime si preto dva nové individuové konstanty p, a p, pre
konkrétne porcie jedla, pricom to, Ze p, je (jedlo z kategérie) Zemlovka a p, je (jedlo z ka-
tegdrie) rezen, vyjadrime vhodne zvolenymi unarnymi predikatovymi symbolmi:

(A3,) je(Jozef,p,)
(A3) 19(01,p2)
(A;3) Zemlovka(p,)

(As4) rezen(p,)

Pre vyjadrenie vztahu konzumovat nie¢o sme pouzili predikatovy je?, hoci v prirodzenom
jazyku to bolo vyjadrené roznymi sposobmi — ich vyznam v tomto kontexte je v§ak rovnaky.
Okrem toho to, Ze obaja jedia obed, sme uz vyjadrili samostatnym tvrdenim s predikdtovym
symbolom obeduje®.

Q Sikovny a kratky predikatovy symbol je2 tu mdzeme pouzit vo vyzname konzumuje aj preto,
zev tvrdeni kde sme zvaZovali jeho pouZitie v inom vyzname, sme ho nakoniec nepouzili.
Pouzitiu jedného symbolu v dvoch réznych zamyslanych vyznamoch sa musime vyhnut.

Q Povedzme si eite, pre¢o jednoduchsie riesenie je(Jozef, Zemlovka) (a analogicky pre rezer)
nie je spravne. Striktne vzaté, konstanty pre konkrétne porcie (¢i iné objekty) si méZeme nazvat,
ako chceme — v tom problém nie je. Toto rieSenie vsak nevyjadruje, Ze konstanta zemlovka je
jedlo typu zemlovka, pretoze to musime vyjadrit ako vlastnost pomocou unarneho predikato-
vého symbolu. Riesenie je(Jozef, Zemlovka) a Zemlovka(Zemlovka) zasa nie je spravne, pretoze
mnoziny predikatovych symbolov a individuovych konstant musia byt disjunktné. Pre jedno
z pouziti musime preto zvolit iny symbol.

Tvrdenie 7e Marii obed chuti, sformalizujeme jednoducho atomickou formulou
s predikdtovym symbolom chuti?. Musime sa vSak vysporiadat s novou informéciou, ze Ma-
ria je vlastne uz vyssie spominana Jozefova kolegyria. Jedno z korektnych rieseni vyZije rov-
nost:

(A41) chuti(Méria, p,)
(A;,) Maria = o,

Q  Inym pripustnym rieenim je vybrat si len jednu z dvoch individuovych konétant o,, Maria

a pouzivat ju konzistentne vSade. V pripade, Ze si ale vyberieme a budeme vSade pouzivat o,,
stratime informdaciu, Ze o, je osoba s menom Méria.



Dalsia moznost je to, Ze sa niekto nejako vola vyjarit bindrnym predikatom vola_sa? a nie po-
mocou rovnosti. Potom by vSak analogicky konzistentne bolo potrebné postupovat aj v pripade
Jozefa a dalSich oséb, ¢i objektov, ktoré maji meno.

Prva Cast tvrdenia teraz polahky sformalizujeme analogicky, zarazit ns v§ak moZe
jeho druhd cast. To, Ze Jozefovi chuti konkrétna porcia Zemlovky a to, Ze ma rad Zeml'ovku
vo vieobecnosti, su dve rozne informécie, preto je potrebné kazdu vyjadrit nezavislym pre-
dikatovym symbolom. KedZe viak Zemlovka® je predikatovy symbol, neméZe nikdy stat za-
roven ako argument predikatu. Nevieme teda atomickou formulou binarnym vztahom me-
dzi dvoma objektmi vyjadrit to, Ze Jozefovi chuti Zeml'ovka vo vSeobecnosti, pretoze pre
Zemlovku vo vSeobecnosti neméme individuovu konstantu. Vieme si v8ak vytvorit predi-
katovy symbol, ktorého zamyslanym vyznamom budd tie elementy z domény, ktoré maju
rady Zeml'ovku:

(As;) chuti(Jozef,p,)
(As,) ma_rad_zemlovku(Jozef)
Nasledujtce tvrdenie[(4,)|polahky sformalizujeme v stilade s tym, ¢o sme uZ videli vysgie:
(Ag1) upratovacka(o,)
(A,) kolega(Jozef, 0,)
(Aq3) kolega(Maria, 0,)

©Q  Vsimnime si, Ze tentoraz sme zvolili Zensky rod pre predikatovy symbol upratovacka?. Ne-
vadi to, pokial ho konzistentne pouZijeme aj v pripade muzov-upratovacov. DélezZité je len to
aby, sme pre tu istl vec konzistentne stéle pouzivali ten isty predikatovy symbol.

Tvrdenie[(4,)]zodpoved4 dvom atomickym formulam:
(A;,) ma_vacsi_plat_ako(Maria, 0,)

(A,,) ma_vacsi_plat_ako(o,, Jozef)

Q  Vsimnime si, Zze sme zaviedli len jeden predikatovy symbol ma_vicsi_plat_ako?, ale umy-
selne sme sa vyhli zavedeniu analogického symbolu ma_mensi_plat_ako?. Ide tu totiZ o dva
vztahy, ktoré si navzajom inverzné. Takéto dva predikatové symboly by vsak boli od seba
nezavislé, teda ak plati ma_vacsi_plat_ako(Maria, 0,), nijako z toho nevyplyva, Ze plati aj
méa_mensi_plat_ako(o,, Maria). Toto ale zrejme nie je zamyslané. Jazyk atomickych formul nema
dostatocnu silu na to, aby sme mohli dva navzajom inverzné predikaty nejako vyjadrit. Musime
si preto vystacit s jednym predikdtom a pouzivat ho vzdy sprdvnym smerom.
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Tvrdenie [(Ag) by nam uz teraz nemalo robit Ziadne problémy. Musime len spravne roz-
poznat vietky konkrétne objekty, o ktorych tvrdenie hovori. Vyjde ndm pri tom, Ze ué&i® bude
ternarny predikatovy symbol. Pri dvoch novych individuovych konstantach, ktoré pre tieto
objekty zavedieme, z tvrdenia tiez vycitame, do akej ,,skupiny“ patria, ¢o vyjadrime samos-
tatnymi atomickymi formulami:

(Ag1) uci(Jozef, DAR, P42)
(Ag,) predmet(DAR)
(Ag3) poslucharen(P42)
(Ag4) velky(P42)

© KedZze byt velky a byt posluchdreri st dve samostatné, nezavislé vlastnosti, pouzijeme dva
samostatné predikatové symboly velky! a posluchareri®.

Na zéver sa zamerajme na posledné dve tvrdenia a To, Ze Dejiny antického
Rima niekto (teda aspori jeden Student) navstevuje, vieme pomocou atomickej formuly vy-
jadrit tak, Ze to vyjadrime pre nejaku konStantu. Mohli by sme si zvolit Gplne novt (napr.
Student o,), ale kedZe z tvrdenia[(4,,)|vieme, Ze tam chodi (teda ho navitevuje) aj pani upra-
tovacka, pre ktort uz konstantny symbol mame, moZeme obe tieto tvrdenia vyjadrit jednou
atomickou formulou:

(Ay) navstevuje(o,, DAR)

Q  Pouzitie individuovej konstanty, aby sme vyjadrili, Ze existuje aspofi jeden objekt, pre ktory
nieco plati, je tak trochu trik, ktory ale mézeme vyuzit. V tomto pripade nam ani nic iné neos-
tava, kedZe mame len atomické formuly. Neskor sa nauc¢ime aj iny, krajsi sposob.

Uvedieme eSte mnoZiny individuovych konstant a predikatovych symbolov, ktoré sme
pouzili:
G = {DAR, Jozef, Méria, 0, 0,5, p;, p,, P42},

2 . 2 2 sy~ 3 1 s sevwvr 2 - .2 .1
P, = {chuti”, je”, kolega”, ma_rad_zemlovku ", ma_vacsi_plat_ako”, navstevuje”, obeduje ,

, v1 1 1 v1 v:3 v 1 n -3 ~ 3 1
poslucharen, predmet’, profesor’, rezeri, u¢i”, upratovacka , velky”, Zemlovka'}.

A vysvetlime ich vyznam:
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Symbol Vyznam

DAR predmet Dejiny antického Rima
Jozef, Méria, 0, 0, konkrétne osoby

P, P, konkrétne porcie jedla

P42 posluchdreri P42

chuti(x, y) osobe x chuti jedlo y

je(x,y) x konzumuje y

kolega(x, y) x je kolegom y
mé_rad_Zemlovku(x) X mé rad Zeml'ovku
ma_vacsi_plat_ako(x,y) x ma vicsi plat ako y
navstevuje(x, y) osoba x nav§tevuje predmet y
obeduje(x) x konzumuje obed
poslucharen(x) X je poslucharer

predmet(x) X je predmet (v zmysle kurz)
profesor(x) x je profesor(ka)

rezef(x) X je rezeni

uci(x,y,z) X uci predmet y v miestnosti z
upratovacka(x) X je upratovacka (alebo upratovac)
velky(x) x je velké (v zmysle rozmerné)
Zemlovka(x) x je Zemlovka

1. Ako je vidiet z riesenia, symboly jazyka pridavame priebezne, podla potreby. Vo vypraco-
vanych zadaniach v3ak byva zvykom uviest ich na zaciatku spolu s vysvetlenim ich vyznamu. 1

1.2.2 Sformalizujte nasledujice vyroky ako atomické formuly v spolo¢nom jazyku
logiky prvého radu £. Zapiste mnoziny symbolov tohto jazyka a vysvetlite zamys-
lany vyznam jeho predikatovych symbolov.

(A;) Peter je muz.

(A,) Peter je Student.

(A3) Lucia je Zena a Studentka.

(A;) Lucia je starSia ako Peter.

(As) Matematiku uc¢i Eugen.

(Ag) Peter a Lucia st od neho mladsi.

(A7) Peter dostal z Matematiky od Eugena znamku A.

(Ag) Eugen ma rad Luciu.

(Ag) Aj ked ma Lucia z Matematiky (od neho) znamku ,,dostato¢ny“.
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(A19) Znamka ,dostato¢ny“ je len iny nazov pre E-¢ko, a podobne ,,vyborny“ znaci
to isté ako A-Cko.

(A17) Eugen sa ma rad.

(A;,) Je Utitelom roka 2020.

(A13) Matematika je povinny predmet.

(A14) VSetci vyssSie menovani Studenti maju radi Telocvik.

(Ays5) Okrem Eugena (a dalsich ucitelov) v §kole pracuje aj $kolnik, upratovacka
a riaditel.

(A1) Peter ma rad Matematiku.

(A;7) Lucia ma rada Petra.

(A1g) Telocvik je volitelny predmet.

1. Na vyjadrenie nezavislych vlastnosti (napr. byt studentom/studentkou, byt Zenou, byt mu-
Zom) pouzite samostatné predikatové symboly a podla potreby jeden vyrok sformalizujte via-
cerymi atbmami.

Nezavadzajte zbytocne nové predikatové symboly, ak sa vyznam vyroku da vyjadrit uz po-
uzitymi.

1.2.3

a) Sformalizujte nasledujice vyroky ako atomické formuly v spolo¢nom, vhodne
zvolenom jazyku logiky prvého rddu £. ZapiSte mnoZiny symbolov tohto ja-
zyka a vysvetlite zamysl'any vyznam jeho predikatovych symbolov.

Snazte sa o to, aby pocet predikatovych symbolov bol ¢o najmensi. Zaroven

ale nespdjajte vzajomne nezavislé vlastnosti a vztahy do jedného predikato-

vého symbolu.

(A7) Janko je chlapec.

(A,) Marienka je jeho najlep§ia kamaratka.

(A3) Marienka je diev¢a — hoci ked (u nich doma) hovoria o Mariovi, ide
v skuto¢nosti o Marienku. (Poznate tieto prezyvky, vlastne sa uz nikto
nepaméta, ako to vzniklo.)

(A4) V Ciernom lese stoji chalupka z perniku.
(As) Tato chalupka je obrovska, niektori jej hovoria aj Pernikova veza.
(Ag) V Pernikovej vezi byva zl4 a §kareda ¢arodejnica.
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(A,) Carodejnica mé bradavicu na nose.
(Ag) Janko sa boji ¢arodejnice.

(By) Marienka je chlapec.

(B,) Marienka sa boji ¢arodejnice.

(B3) Janko je Marienkin najlepsi kamarat.
(B4) Carodejnica Janka zjedla.

(C1) Mario je chlapec.

b) Vytvorte Struktiru M pre jazyk £ tak, aby vSetky formuly, ktorymi ste sfor-
malizovali vyroky zo skupiny A, boli v M pravdivé, ale siicasne boli vietky
formuly, ktorymi ste sformalizovali vyroky zo skupiny B, v M nepravdivé.

¢) Je mozné, aby v nejakej Strukttre boli sicasne vsetky formuly podla vyrokov
zo skupiny A pravdivé, vSetky formuly podla vyrokov z B nepravdivé a for-
mula pre vyrok pravdiva?
Svoju odpoved detailne zdovodnite na zdklade definicie Struktury a pravdi-
vosti atdbmov v nej.

1.2.4 (pre odvaznejsich) Sformalizujte nasledujtce vyroky ako atomické formuly
v spolo¢nom jazyku logiky prvého radu £. ZapiSte mnoziny symbolov tohto jazyka
a vysvetlite zamysl'any vyznam jeho predikdtovych symbolov. Snazte sa o to aby
pocet predikatovych symbolov bol ¢o najmensi, ale nespéjajte nezavislé vlastnosti
a vztahy do jedného predikatu.

Nasledne vytvorte Strukturu tak, aby formuly, ktorymi ste sformalizovali vyroky
zo skupiny A, boli vetky pravdivé a formuly, ktoré formalizuju vyroky skupiny B,
vSetky nepravdivé.

(A;) Janka je dievca a Jurko je chlapec.

(A,) Chlapci a diev¢ata su deti.

(A3) Nufko je Jankine zvieratko.

(A4) Je to mys.

(As) Nufko je velky. Je viicsi nez Jurkov §kre¢ok Chrumko.

(Ag) Jurko si Chrumka kupil sdm.

(A7) Jurko v noci chodi kfmit potkana Smrad'ocha.

(Ag) Smradoch vsak v skuto¢nosti je Nufko, ktory v tme vyzerd ako potkan.

(Ag) Vsetky deti maju rady zvieratka, ktora vlastnia, a tiez tie, ktoré kfmia.
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(By) Janka sa Smradocha boji.

(B,) Jurko mé rad potkany, neboji sa ich.
(B3) Nufko je mensi ako Chrumko.

(B,) Janka ma rada Jurka.

(Bs) Nufko a Chrumko st deti.

(Bg) Nufka a Chrumka detom kupila ich mama.
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2 Vyrokovologické spojky

2.1 Syntax vyrokovologickych formdl

2.1.1 Priklad. Rozhodnite, ¢i nasledujuce postupnosti symbolov st formulami nad
nejakou mnoZinou kons$tant C a predikatovych symbolov P. V pripade kladnej
odpovede uréte mnoZiny C, a . Svoje odpovede stru¢ne zdovodnite.

a) (futbalista(Adam)) ¢) —(lubi(Barbora, Adam) —

b) (futbalista(Adam) A Stastny(Adam))
vlastni(Adam, BTOO1AA) A d) (stastny(Adam) <
BMW(BTO01AA)) $tastny(—Barbora))

Riesenie. a) Postupnost symbolov (futbalista(Adam)) nie je formulou. KedZe postupnost za-
¢ina symbolom zatvorky ( a kon¢i symbolom zatvorky ), musi sa vo vnutri zatvorky nacha-
dzat vyraz A b B, kde A a B st lubovolné formuly a b je bindrna spojka. V tomto pripade sa
vo vnutri zatvoriek ale nachadza atomicka formula.

b) Postupnost symbolov (futbalista(Adam) A vlastni(Adam, BTO01AA) ABMW(BT001AA))
nie je formulou. KedZe postupnost za¢ina symbolom zatvorky ( a kon¢i symbolom zat-
vorky ), musi sa vo vnutri zatvorky nachadzat vyraz A b B, kde A a B su I'ubovol'né for-
muly a b je bindrna spojka. V tomto pripade sa vo vnutri zatvoriek nachadzaju tri atomické
formuly a medzi nimi dve binarne spojky A.

¢) Postupnost symbolov ——(lubi(Barbora, Adam) — 3tastny(Adam)) je formulou napri-
klad nad mnoZinou predikatovych symbolov P, = {lubi, Stastny} a mnozinou konstant
¢, = {Adam,Barbora} (mnoziny P, a €, mo6zu obsahovat aj lubovolné dalsie prvky).
Postupnost symbolov sa zacina symbolom negécie -, za fiou sa musi nachadzat formula
A. KedZe v tomto pripade A = —(lubi(Barbora, Adam) — Stastny(Adam)), opit ide o for-
mulu v tvar —B, kde B = (lubi(Barbora, Adam) — Stastny(Adam)). Formula B je ohrani-
¢end zatvorkami, musi byt teda v tvare (C b D). V pripade tejto formuly teda bude C =
[Ubi(Barbora, Adam) a D = Stastny(Adam) a bindrna spojka b zodpovedd implikacii —.

d) Postupnost symbolov (Stastny(Adam) < stastny(—Barbora)) nie je formulou. Postup-
nost je ohrani¢end zatvorkami a v ich vnutri sa naozaj nachadza vyraz v tvare A b B. B v§ak
nie je formulou, pretoZe argumentom potencidlneho predikdtového symbolu tastny musi
byt konstanta, ale =Barbora nie je spravnou konstantou, lebo symboly kons$tant a predika-
tové symboly nemo6Zu obsahovat Ziadnu z logickych spojok. s
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2.1.2 Rozhodnite, ¢i nasledujtice postupnosti symbolov st formulami nad nejakou
mnozinou konstant €, a predikatovych symbolov P .

Kladnt odpoved dokazte ndjdenim mnozin C, a P, a vytvarajucej postupnosti
pre formulu. Zapornu odpoved stru¢ne zd6vodnite.

a) (Zena(Alex) A muz(Alex))

b) —(méa_rad(Alex, Alex))

c) (starsi(Edo, Alex) — (-starsi(Alex, Edo)))

d) (Alex Vv —oco)

e) (—(muz(Alex) A zena(Alex)) — (-muz(Alex) v —Zena(Alex)))

f) (—-starsi(Alex, Edo) < (starsi(Alex, Edo) =A muz(Edo)))

2.1.3 Priklad. Pre nasledujucu formulu zapiSte vytvarajucu postupnost, zakreslite
vytvarajuci strom a urcte jej stupeni:

((=hlupy(Adam) Vv (vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BTO01AA)))
— labi(Barbora, Adam))

Riesenie. Vytvarajticou postupnostou pre zadanu formulu je napriklad nasledujica postup-
nost:

BMW(BTOO1AA),

vlastni(Adam, BTO01AA),

(vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BTO01AA)),

hlapy(Adam),

=hldpy(Adam),

(=hlapy(Adam) v (vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BTO01AA))),

[Ubi(Barbora, Adam),

((=hlipy(Adam) v (vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BTO01AA)))

— labi(Barbora, Adam)).

Nasledujuci strom predstavuje vytvarajuci strom pre zadanu formulu.

((=hlapy(Adam) Vv (vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BTO01AA))) — libi(Barbora, Adam))

/

(—hlapy(Adam) Vv (vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BT001AA)))  lubi(Barbora, Adam)

/ \

=hlapy(Adam) (vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BTO01AA))

| "

hldpy(Adam)  vlastni(Adam, BTOO1AA)  BMW(BTOO1AA)
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Stuperii zadanej formuly vypocitame ako:

deg(((—'hlupy(Adam) V (vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BTOO].AA)))
N I’ubi(Barbora,Adam)))

= deg((—hltpy(Adam) Vv (vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BTO01AA))))
+ deg(lubi(Barbora, Adam))
+1
= deg(—hlupy(Adam))
+ deg((vlastni(Adam, BTOO1AA) A BMW(BTO01AA)))
+1
+1
= deg(hlupy(Adam)) + 1
+ deg(vlastni(Adam, BTO01AA)) + deg(BMW(BTO01AA)) + 1
+1+1
=1+1+1+1=4 b

2.1.4 Pre nasledujucu formulu zapiSte vytvarajicu postupnost, zakreslite vytvara-
juci strom a urcte jej stuperi:
((rodié(Bruno, Hugo) A rodi¢(Bruno, Tereza)) —
((=zena(Hugo) A muz(Hugo)) — brat(Hugo, Tereza)))

2.1.5 Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého rddu. Zadefinujte na-
sledujuce funkcie nad jeho formulami:
a) atoms: &, - P(Ag)
atoms(A) je mnozina vSetkych atomov vyskytujacich sa vo formule A;
b) acnt: &, - N
acnt(A) je pocet vyskytov atomov vo formule A;
c) acount: &y X Ay - N
acount(A4, a) je pocet vyskytov atdému a vo formule A;
d) subfs: &, — P(E.)
subfs(A) je mnozina v§etkych podformul formuly A;
e) pcount: &, —» N
pcount(A) je pocet vyskytov zatvoriek vo formule A;
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f) cons: & = P({—, A, V,—})

cons(A) je mnozina v§etkych logickych spojok vyskytujtcich sa vo formule A;
g) ccount: E; X A, = N

ccount(A) je pocet vyskytov logickych spojok vo formule A;
h) bccount: £, X {A,V,—>} > N

bceount(A, b) je pocet vyskytov bindrnej spojky b vo formule A.

Riesenie. f)

©Q  Funkciu cons zadefinujeme induktivnou definiciou. Musime jednoznaéne urcit hodnotu
funkcie pre kaZdy z moznych tvarov formul. Smieme sa pritom odvolavat na hodnoty tej is-
tej funkcie pre formuly nizsSieho stupna. Na zaciatku definicie musime deklarovat, aké druhy
objektov predstavuju jednotlivé metapremenné (podobne ako sa v mnohych programovacich
jazykoch deklaruju typy argumentov funkcii, procedur, metod).

Definicia. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu. Pre kaZzdy atém a €
A, apre vietky formuly A, B z £, definujeme:
cons(a) =@
cons(—A) = {—} U cons(A)
cons((A A B)) = {A} U cons(A) U cons(B)
cons((A V B)) = {v} U cons(A) U cons(B)
cons((A — B)) = {—} U cons(A) U cons(B)

Q Pretoze pripady pre rézne binarne vyrokové spojky st si navzajom dostato¢ne podobné,
mézeme ich spojit napriklad takto:

Definicia. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu. Pre vSetky atomy
a € A, pre vietky formuly A, B z £, a vSetky binarne spojky b € {A, v, —} definujeme:

cons(a) =@
cons(—A) = {~} U cons(A)
cons((A b B)) = {b} U cons(A4) U cons(B) b

2.1.6 Dokéazte alebo vyvratte:

a) Priklad. [Tvrdenie2.12] Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého
radu. Postupnost symbolov A je formulou jazyka £ vtt existuje vytvarajuca
postupnost pre A vjazyku £.
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b) Priklad. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu. Pre kazdu
vyrokovologickt formulu A jazyka £ plati

atoms(A) C subfs(A).

¢) Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu. Pre kazdu vyro-
kovologicku formulu A jazyka £ plati

acnt(A) < deg(A)+ 1.

d) Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu. Pre kazdu vyro-
kovologicku formulu A jazyka £ plati

pcount(A) < 4deg(A) + 2.

Riesenie prikladu a). Tvrdenie a) plati. Nech £ je l'ubovolny jazyk vyrokovologickej Casti lo-
giky prvého radu. Postupne dokdzeme obe implikacie vhodnou indukciou.

(«) Predpokladame, Ze A je formulou v jazyku £. Existenciu vytvarajticej postupnosti
pre A dokazeme Strukturalnou indukciou na A:

1. Baza indukcie: Ak A je atém (¢i uz predikatovy alebo rovnostny), jednoprvkova po-
stupnost (A) je vytvarajicou postupnostou pre A.
2. Indukény krok:

1. Indukény predpoklad: Nech A je formula a nech pre A existuje vytvarajuca po-
stupnost.
DokaZzme, Ze vytvarajtica postupnost existuje aj pre ~A: Podl'a indukéného pred-
pokladu existuje vytvarajaca postupnost A;, A,, ..., A,, taka, ze A,, = A. Zo-
strojme postupnost (A, A,, ..., A, A1) Nech A; pre nejaké 1 < i <m+1je
I'ubovolny prvok tejto postupnosti:
Aki=m+1,tak A, = A = A, am < m+1, tak¥e A,,,, spiiia podmienky
kladené na prvok vytvarajtcej postupnosti.
Ak 1 < i < m, tak A, tieZ spiia podmienky kladené na prvok vytvarajtcej po-
stupnosti, lebo (4,, A,, ..., A,,) je vytvarajuca postupnost.
Preto (A, A,, ..., A, Any) j€ vytvarajica postupnost a kedze jej poslednym
prvkom je —A, je to aj vytvarajuca postupnost pre 7A.

2. IP:Nech A a B su formuly a nech existuje vytvarajuca postupnost pre A a existuje
vytvarajuca postupnost pre B.
Dokézme, Ze vytvarajuca postupnost existuje aj pre (A b B) pre l'ubovol'nu bi-
narnu spojku b € {A,V, —»}: Podla indukéného predpokladu existuje vytvara-
juca postupnost (A;, A,, ..., 4A,,) takd, Ze A,, = A, a vytvarajuca postupnost
(B1,B,, ..., B,) taka, Ze B, = B. Zostrojme postupnost

(C1,Cyy e, Crynr) = (A1, Ay, ., A, B, By, ..., B, (A D B))
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Nech C; pre nejaké 1 < i < m + n + 1 je l'ubovolny prvok tejto postupnosti:
Aki=m+n+1,takCpyppy =(AbB)=(4,bB,) =(C, bC,.,), pricom
zrefmem < m+n+lam+n < m+n+ 1, takZe C,,,,,; spiiia podmienky
kladené na prvok vytvarajucej postupnosti.

Ak1 < i < m, tak C; = A, spliia podmienky kladené na prvok vytvarajicej
postupnosti, lebo (Cy, A, ..., C,,) = (A1, As, ..., A,,) je vytvarajica postupnost.
Akm+1 <i < m+ n, tak prvok C; = B;_,, tieZ spifia podmienky kladené na
prvok vytvarajucej postupnosti, lebo (C,,11, Cirias -+ » Cinan) = (B, Bo, ..., By) je
vytvarajuaca postupnost.

Preto (C,,Cs, ..., Cpipny1) j€ Vytvarajiica postupnost a kedze jej poslednym prv-
kom je (A b B), je to vytvarajtca postupnost pre (A b B).

(=) Implikacia Ak existuje vytvarajiica postupnost pre A v jazyku £, tak A je formulou ja-
ka L, vyplyva z tvrdenia: Pre kazdé kladné prirodzené ¢islo n, ak (A4, ..., A,,) je vytvdrajica
postupnost' v jazyku £, tak A, je formula. Toto tvrdenie dokdZeme tplnou indukciou na n.

Nech n je l'ubovol'né kladné prirodzené ¢islo. Indukény predpoklad: Nech pre kazdé kladné
prirodzené ¢islo m < n je pravda, Ze ak (A, ..., A,,) je vytvarajica postupnost v jazyku £,
tak A,, je formula.

Dokéazme tvrdenie pre n. Predpokladajme, Ze (A, ..., A,) je Vytvarajuca postupnost v ja-
zyku L. Potom pre jej posledny prvok, postupnost symbolov A, v jazyku £ moZe nastat
niektora z tychto moZnosti:

+ A, je atom. Potom A, je samozrejme formula.

« A, = -A, pre nejaké i < n. Lahko sa presved¢ime, Ze (A, ..., 4;) je vytvarajaca
postupnost v jazyku L. PretoZe i < n, je podl'a indukéného predpokladu postupnost
symbolov A; formula. Potom ale aj A,, = A, je formula.

« A, = (4; b A)) pre nejaku binarnu spojku b € {A,V,—}aprenejakéi <naj <n.
Opit sa lahko presvedcime, Ze (Ay, ..., A;) aj (Ay, ..., A;) st vytvdrajice postupnosti
v jazyku £. Pretoze i < n aj j < n, st podla indukéného predpokladu postupnosti
symbolov 4; aj A; formuly. Potom ale aj A, = (4; b A;) je formula. s

Riesenie prikladu b).

Q  Pripomefime, ze funkciu atoms : &, — P(A.)sme zadefinovali na prednaske (Def.[3.17).
Predpokladame, Ze funkciu subfs : £, — P(E,) ste zadefinovali pri rieseni predchadzajiceho
cvicenial2.1.5

Tvrdenie b) plati. Nech £ je I'ubovolny jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Tvrdenie dokdZeme indukciou na konstrukciu formuly A.

1. Baza indukcie: Nech A je atom. Potom atoms(A) = {A}. Taktiez subfs(A) = {4}, a
teda plati atoms(A) C subfs(A).
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2.
2.1.

2.2

Indukéné kroky:

Indukény predpoklad: Nech A je I'ubovolna formula a nech pre iu tvrdenie plati,
teda atoms(A) C subfs(A). Dokazme tvrdenie aj pre —A:

Z definicie funkcie atoms vieme, Ze atoms(—A) = atoms(A). Sucasne podla definicie
funkcie subfs mame subfs(—A) = subfs(A) U {—A}. KedZe podla indukéného pred-
pokladu atoms(A) C subfs(A), dostavame

atoms(—A) = atoms(A) C subfs(A) C subfs(A) U {=A} = subfs(—A),

teda atoms(—A) C subfs(—A).

IP: Nech A a B st I'ubovol'né formuly a nech tvrdenie pre ne plati (teda atoms(A) C
subfs(A) a atoms(B) C subfs(B)). Dokdzme ho aj pre (A A B), (AV B)a(A — B):
Podla definicii funkcii atoms a subfs vieme, Ze pre Iubovolnud spojku b € {A,V, —}
plati

atoms((A b B)) = atoms(A) U atoms(B)

a subfs((A b B)) = subfs(A) U subfs(B) U {(A b B)}.

Vdaka IP plati atoms(A) U atoms(B) C subfs(A) U subfs(B) U {(A b B)}, a teda
atoms((A b B)) C subfs((A b B)) pre lubovolné b € {A,V, —>}.

Q  Tuto Gvahu mozeme struénejsie a azda aj prehladnejsie zapisat takto:

Podla IP a definicif funkcii atoms a subfs pre Iubovol'nd spojku b € {A, v, —} plati

atoms((A b B)) £ atoms(A) U atoms(B)
E subfs(A) U subfs(B)
C subfs(A) U subfs(B) U {(A b B)} & subfs((A b B)),

teda atoms((A b B)) C subfs((A b B)) pre l'ubovolné b € {A, Vv, —>}. s

2.2 Sémantika vyrokovologickych formul

2.2.1 Priklad. Nech £ je jazyk vyrokovologickych formul logiky prvého radu, kde
C, = {Karol} a P, = {profesor?, hlipy?, s¢itany'}. V §trukture M = (D, i) pre
jazyk £, kde

D = {bar¢a, janci, karci}
i(Karol) = kar¢i

i(profesor) = {kar¢i, jan¢i}
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i(hlipy) = {janci}
i(s¢itany) = {barca, karci}

vyhodnotte nasledujucu formulu postupom zdola nahor a postupom zhora nadol.
(profesor(Karol) — (=hlapy(Karol) A s¢itany(Karol)))

Riesenie. 1. spésob — zdola nahor: Pravdivost danej formuly ur¢ime podla definicie 2.21
postupnym vyhodnotenim vSetkych prvkov jej vytvarajucej postupnosti:

profesor(Karol), scitany(Karol), hlipy(Karol), —hlapy(Karol),

(=hlapy(Karol) A s¢itany(Karol)), (profesor(KaroI) — (—hldpy(Karol) A sél’tany’l(KaroI)))

Dostévame:
1. i(Karol) € i(profesor), teda M E profesor(Karol)
2. i(Karol) € i(scitany), teda M E scitany(Karol)
3. i(Karol) ¢ i(hlupy), teda M ¥ hlipy(Karol)
4. M F¥ hlapy(Karol), teda M E —hlupy(Karol)
5

. KedZze M E —hlupy(Karol) a M F s¢itany(Karol),
tak M E (=hlapy(Karol) A scitany(Karol))

6. Kedze M E (—hlupy(Karol) A scitany(Karol)),
tak M E (profesor(Karol) — (—hltipy(Karol) A s¢itany(Karol)))

Vyhodnotenie spdsobom zdola nahor mdZeme prehl'adnejsie zapisat do tabulky, v ktorej
h = hlupy, p = profesor, s = s¢itany a K = Karol:

p(K) s(K) hK) -hK) (hE)AsK) (p(K)— (=h(K)As(K)))
M E E ¥ E E E

alebo (trocha menej prehl'adne):

( ‘ profesor(Karol) ‘ N ‘ (

‘ - ‘ hlapy(Karol) ‘
v |k e[ el e e[ ]

A \ s¢itany(Karol) \ ))

Nesmieme pritom zabudat, Ze odvodenie je zaloZené na definicii |2.21| pravdivosti formuly
v Strukture.
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Q Aby prva tabulka nebola prili§ 3iroka, celkom prirodzene sme si konkrétne symboly ja-
zyka £ oznacili meta premennymi p, s, h a K. Tieto premenné nie su sucastou jazyka £, slizia
nam, aby sme mohli stru¢ne pisat o jeho symboloch (predloZka o sa po grécky povie meta) . Kon-
krétne symboly (napr. Karol) si méZeme predstavit ako konkrétne retazce (’Karol’) napriklad
v jazyku Python. Meta premenné (napr. K) ako pythonovské premenné, do ktorych retazce pri-
radujeme. Skrateny zapis —h(K) formuly —hlapy(Karol) zodpoveda (ovela menej prehladnému)
pythonovskému vyrazu ’=’ + h+’C + K+ ’)"’.

2.spbsob — zhora nadol: Podla definicie 2.21|vztahu pravdivosti (F) a podla definicie danej
Struktary M plati:

M E (profesor(Karol) — (—hlapy(Karol) A s¢itany(Karol)))

vit
M ¥ profesor(Karol) alebo M E (=hlapy(Karol) A s¢itany(Karol))
vit vit
i(Karol) & i(profesor) M E =hlapy(Karol) a M E scitany(Karol))
nepravda vtt vtt
M K hlapy(Karol)  i(Karol) € i(s¢itany)
vtt pravda
i(Karol) & i(hlipy)
pravda

PretoZe pri vyhodnocovani implikacie sme zistili, Ze jej antecedent profesor(Karol) nie je
nepravdivy v M, museli sme vyhodnotit aj konzekvent (=hltipy(Karol) A s¢itany(Karol)). Ten
je konjunkciou dvoch formul, o ktorych sme zistili, Ze s pravdivé v M. Preto je v M pravdivy
aj konzekvent, a teda cela implikécia.

Q Istou vyhodou vyhodnocovania pravdivosti zhora nadol je, Ze ho niekedy mézeme ukonéit
skor. Keby sme napriklad zistili, Ze antecedent implikacie je nepravdivy, mohli by sme hned
skonstatovat, Ze implikacia je pravdiva a konzekventom sa nezaoberat. s

2.2.2 V §truktare M = (D, i), kde

D =1{1,2,3,4,5,6},
i(Alex) =1, i(Bruno) =2, i(Hugo)=>5, i(Tereza) =6,
i(Zena) =11, 3,4, 6},
i(muz) = {2,4},
i(ma_rad) = {(1,1),(1,2),(1,5),(1,6),(2,2),(3,3),(3,4),(4,4),(5,5),(5,6)},
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i(brat) = {(1,2),(2,1),(3,1),(4,4),(5,6), (6,1),(6,2), (6, 6)},
i(rodi¢) = {(1,1),(2,5),(2,6),(1,5),(3,4),(4,2),(1,6),(5,6), (6, 5)},
i(starsi) = {(2,1),(5,6), (6, 5)},

zistite postupom zdola nahor, ¢i su formuly A; a A, pravdivé. Tipnite si, ¢i je for-
mula formula Az pravdiva v §trukture M a overte svoje tip postupom zhora nadol
pomocou Henkinovej-Hintikkovej hry (&®) v prieskumniku Struktur,
(A;) (starsi(Bruno, Alex) — —starsi(Alex, Bruno))
(A,) (—ma_rad(Alex, Bruno) < —ma_rad(Bruno, Alex))
(A3) ((rodi(':(Bruno, Hugo) A rodi¢(Bruno, Tereza)) —

((=zena(Hugo) A muz(Hugo)) — brat(Hugo, Tereza)))

2.2.3 Priklad. Vytvorte taku Struktaru, v ktorej budua vSetky nasledujtice formuly
pravdivé:

(A1) (profesor(Alena) A ucitel(Alena))

(A,) (profesor(Karol) < ucitel(Karol))

(A3) (—profesor(Karol) — (—pozna(Karol, Alena) v —wvychadza(Karol, Alena)))
(A,) Karol # Alena

Riesenie. Hl'adame $truktaru M = (D, i) tak, aby M F A,, ..., M E A,.

Q  Hladanie struktury je najlepsie zacat tak, Ze sa snazime splnit tzv. fakty — atomické formuly
a ich negacie.

Pri zlozitejsich formulach ndm pomoze, ked podla definicie pravdivosti postupom zhora na-
dol rozoberieme, kedy maju byt v hladanej strukture pravdivé. Napr. pre najkomplikovanejsiu
formulu [4;] tak zistime, Zze M H Aj]vtt M F profesor(Karol) alebo M ¥ pozna(Karol, Alena)
alebo M ¥ vychadza(Karol, Alena).

Vyberieme si poslednt moznost, lebo predikat vychadza sa v inej formule nenachadza. Mé6-
Zeme ho teda pokojne interpretovat podla potrieb pravdivosti@ Interpretaciu predikatu vy-
chadza? lahko zvolime tak, aby (i(Karol), i(Alena)) & i(vychadza), méze byt napriklad prazdna.
Samozrejme, ¢asto takito slobodu nemame a musime hladat iné moznosti, ako zabezpecit prav-
divost zloZitych formul.

Nech

D = {8kolnik, u¢itelka218, upratovackal, upratovacka2}
i(Alena) = ucitelka218
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i(Karol) = skolnik
i(profesor) = {ucitelka218}
i(ucitel) = {ucitelka218}
i(pozna) = {(3kolnik, u¢itelka218), (ucitelka218, skolnik),
(upratovackal, upratovacka2)}

i(vychadza) = {(upratovackal, upratovacka2), (upratovacka2, upratovackal)}

V tejto Strukture s pravdivé vSetky formuly A,-A,. Zdovodnenie mdZeme spravit analo-

gicky ako v tlohe b

2.2.4 Vytvorte Strukttru, v ktorej budua stcasne pravdivé vsetky nasledujuce for-
muly:

(A;) titul(Sofiina_volba)
(A,) kniha(k325)
(A3) ma_autora(Sofiina_volba,Styron)
(Ay) (titul(Kto_chyta_v_zite) A ma_autora(Kto_chytd_v_Zite, Salinger))
(As) (—(¢ita(Adam, k325) A obdivuje(Dana, Adam)) —
—(ma_titul(k325, Sofiina_volba) v ma_titul(k325, Kto_chyta_v Zite)))
(Ag) (ma_titul(k325, Kto_chyta_v_zite) « —ma_titul(k325, Sofiina_volba))

@ Pomécka. Aby ste zistili, ako maiju byt v truktire interpretované predikaty, analyzujte vy-
znam formul podla definicie pravdivosti postupom zhora nadol, ako sme ukazali na prednaske.

2.2.5 Sformulujte zdkladné definicie syntaxe (symboly jazyka, atomicka formula,
formula, podformula) a sémantiky (pravdivost formuly v §trukture) pre vyrokova
Cast logiky prvého radu:
a) s bindrnymi spojkami — (implikédcia) a » (,,a nie®), pricom neformalny vy-
znam (A - B) je ,,A anie je pravda, Ze B“.

b) s bindrnymi spojkami — (implikacia) a v (exkluzivne alebo, XOR), pricom
neformalny vyznam (A v B) je: bud je pravdivé A, alebo je pravdivé B, ale nie
obe sucasne.

Formuly podla vasich definicii nebudu obsahovat iné spojky okrem vysSie uvede-
nych.
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Zadefinujte standardné spojky (A, Vv, =) ako skratky (teda funkcie nad formulami
podobne, ako sme zadefinovali < v dohode 2.8)) tak, aby formuly nimi vytvorené
mali Standardny vyznam. Dokazte, ze ho maja.

Q  Ucelom tejto tlohy je, aby ste si precitali a upravili definicie[2.4-2.21 z prednasky a pokusili
sa osvojit si spésob vyjadrovania, ktory sa v nich pouziva. M6ze vam pripadat tazkopadny, je
vsak presny. Ak vam nejaka formulacia pripada zbytocne komplikovana, mozete sa ju pokusit
zjednodusit, no snazte sa, aby ste nezmenili jej vyznam.

Schopnost presne sa vyjadrit je potrebna pri programovani (pocitacu musite vietko vysvetlit
do detailov), ale napriklad aj pri pisani Specifikacii softvéru, ¢i poziadaviek na vasu bakalarsku
pracu.

2.2.6 Sformalizujte nasledujuce skutocnosti do teérie T tak, aby T bola splnitelna.
Formalizujte tak, aby kaZzdy konkrétny objekt, ktory sa spomina bol oznaceny indi-
viduovou konS$tantou; a aby vSetky vlastnosti a vztahy boli vyjadrené samostatnym
predikdtovym symbolom:

1. Peter si obliekol nohavice a bud tricko alebo koSel'u, nie v§ak oboje. Pred od-
chodom si este zobral aj klobuk.

2. Vieme, Ze tricko nosi len k dZinsovym nohaviciam. TieZ vieme, Ze dZinsy si
urcite neobliekol, ak méa klobuk.

. Do prace Peter tiez chodi iba v dZinsach.

. Ak ma Peter rande s Marikou, urcite si vzal ¢ervent alebo zelenu kosSel'u.

wm W

. S Katkou ma rande, len ak si zobral si zelenu.
6. Ak nema rande (ani s jednou), obliekol si tricko.
Dalej je vaSou ulohou:
a) Splnitelnost T dokazte najdenim Struktury M, takej, ze M; E T.

b) Je za danych okolnosti mozné, Ze Peter pojde do prace? Ak ano, doloZte to
vhodnou §truktirou M,. Ak nie, dokazte, Ze tak4 Struktura M, neexistuje.

2.3 Formalizacia do vyrokovologickych formul

2.3.1 Sformalizujte nasledujuce vyroky ako ucelent tedriu v jazyku £, kde €, =
{Dominika, Fernando, Elena, Fero, Gabika, Spain, Slovakia, Databases, Programming,
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Logics, Informatics, Combinatorics, Slovak |, Czech |, 1} a P, = {studentl, profes-
sor!, works!, has_classmate?, comes_from?, supervises?, passed?, grad_exam?®}, pri-
¢om zamyslany vyznam predikatovych symbolov je:

Predikéat Vyznam

student(x) X je Student*ka
works(x) X pracuje

professor(x) X je profesor*ka
has_classmate(x,y) x ma spoluziaka*Cku y
comes_from(x, y) x pochadza z y
supervises(x, y) X je Skolitelom y
passed(x,y) X absolvoval y

grad_exam(x,y,z)  x dostal na maturite z y hodnotenie z

(A;) Studentka Dominika m4 spoluziaka Fernanda, ktory je zo Spanielska.

(A,) Fernando je, samozrejme, tiez §tudent, napriek tomu, Ze popri §tudiu aj pra-
cuje.

(A3) Elena je profesorka a skoli Dominiku alebo Fernanda.
(A4) Fernanda tiez volaju Fero.

(As) Ak Dominika absolvovala aj databazy alebo programovanie, aj logiku, tak je
Elena jej Skolitelkou.

(Ag) Pretoze “byt spoluziakom*ckou” je symetricky vztah, je Gabika Fernandovou
spoluziac¢kou rovnako, ako je on jej spoluziakom.

(A7) Fero absolvoval programovanie iba za predpokladu, Ze nedostal na maturite
z informatiky jednotku.

(Ag) Ak ju nedostal, potom musel absolvovat aj kombinatoriku.

(Ag) Dominika urcite neabsolvovala ani kurz slovenciny, ani ¢estiny, pokial nie je
zo zahranicia.

(A19) Bud Dominika alebo Gabika je zo Slovenska (no nie obe).

2.3.2 Sformalizujte nasledujuce vyroky ako ucelent teériu vo vhodne zvolenom
spolo¢nom jazyku vyrokovej Casti logiky prvého radu. Zadefinujte pouZity jazyk
a vysvetlite vyznam jeho mimologickych symbolov.

(A;) Lucia a jej kamarat sa deti.

(A,) Luciin kamarat ma obltibené hracky auticko a konika Blesk.
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(A3) Luciina obltubend hracka je tiez auticko, Sally, napriek tomu, Ze je dievca.
(A4) Peter je meno spominaného Luciinho kamarata.

(As) Lucia je kamaratska, ale Peter je asi taky kamaratsky ako je skromny.
(Ag) Lucia sa preto hra bud so svojim oblubenym auti¢kom alebo s Petrovym.
(A7) Vdruhom pripade mu totiZ musi to svoje poZicat.

(Ag) S Bleskom sa nemoézu hrat obaja naraz.

(Ag) Ak je niektord z menovanych hraciek poskodend, Peter a Lucia sa k nej spra-
vaju opatrne.

(A19) Lucia je Stastn, ked' sa s fiou Peter hra.
(Aq7) Peter je Stastny len za predpokladu, Ze je §tastnd Lucia.

(A1,) Obe Petrove oblubené hracky su Cierne, ale pacia sa aj Lucii, hoci jej oblu-
bena farba je modra.

(A13) Lucia sa vzdy hréa so svojim autickom a bud' eSte s babikou Elzou alebo s ka-
maratovym ¢iernym konikom (alebo s oboma naraz).

(A14) Luciino auticko je ale modré.

(Ays) Ak je slnecny den, Peter sa hra s loptou.
(A1) Psavendi, ak je pekne.

(A17) SLuciou sa hr, jedine ak nie je pekne.

(A1g) Pod nie je pekne myslime, Ze nie je slne¢ny der.

€ Pomécka. Vo vyrokoch sa zjavne hovori o konkrétnych objektoch (napriklad auticko Lu-
ciinho kamarata), ktoré ale nemaji mena. Pri formalizacii ich oznacte vhodnymi konstantami.
Dal3ou zaujimavostou je pocasie. Coho by mohlo byt vlastnostou?

2.3.3 Sformalizujte nasledujice vyroky ako ucelenu tedriu vo vhodne zvolenom
spolo¢nom jazyku vyrokovej ¢asti logiky prvého radu. Zadefinujte pouzity jazyk
a vysvetlite vyznam jeho mimologickych symbolov.

Vytvorte Strukttru, v ktorej buda vSetky vase formuly stcasne pravdivé.

(A7) Do baru vosli Freddy a George.
(A,) Barmanka naliala drink Freddymu.

(A3) Barmankou je bud Mary alebo Jane. Sluzbu ma vzdy len jedna z nich.
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(A;) Harry nie je v bare, len ak nema sluzbu Mary, a naopak.
(As) Freddy, George a Harry su kamarati. Barmanky sa v§ak spolu nekamarétia.

(Ag) Freddymu jeho drink chuti, ak je to whisky, ale nie, ak je to koniak. Vtedy by
vSak urcite chutil Georgeovi.

(A7) Freddymu jeho drink nechuti.
(Ag) Ak je barmankou Mary, tak naliala Freddymu whisky alebo koriak.
(Ag) Jane nalieva Freddymu vzdy iba whisky.

(A1g) Iné drinky Mary ani Jane nenalievaju, pokial nie je v bare pritomny Harry.

€ Pomocka. Vieobecné tvrdenia@-@aplikujte na Freddyho drink. Napiste teda také for-
muly, aby tvrdenia[AHA | platili pre Freddyho drink, ktory mu barmanka naliala v[A;]

2.3.4 Sformalizujte nasledujtce vyroky ako ucelenu tedriu vo vhodne zvolenom
spolo¢nom jazyku vyrokovej Casti logiky prvého radu. Zadefinujte pouZity jazyk
a vysvetlite vyznam jeho mimologickych symbolov.

Vytvorte Strukttru, v ktorej budu vSetky vase formuly stiasne pravdivé.

(Ag) (V bare pracuju traja zamestnanci: Ema, Fero a Gigi. Zaroveri st v bare $tyri
pracovné pozicie: barman/barmanka, ¢asnik/¢aSnicka, upratovacka a vyha-
dzovac.)

(A;) Kazda pozicia je urcite niekym obsadena.
(A,) Gigije Zena.
(A3) Fero je bud ¢asnik alebo vyhadzova¢. Casnikom je vsak, len ak si popri tom
privyraba eSte na dalSej pozicii.
(A4) V bare pracuje iba jeden vyhadzovac.
(As) Ema tiez pracuje na niektorej pozicii. Nie je ale ¢asnicka, ani upratovacka.
(Ag) Ak je Ema barmankou, nerobf ni¢ iné.
(A;) Fero sa kamarati s Emou alebo s Gigi, nie vSak s oboma.
(Ag) Ema sa kamarati s Gigi, ale Gigi s fiou nie.
(Ag) Gigi sa kamarati s Emou, iba ak obe pracuju na rovnakej pozicii.
(A;p) Ema sa kamarati sama so sebou. Fero vSak nie.

(Aq;) Fero sa urcite kamarati so vetkymi barmanmi.
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(Ay3) Vyhadzovac sa s nikym nekamarati.
(Ay3) Vyhadzovacom je Zena, len ak aj vSetci ostatni zamestnanci su Zeny.
(A14) Bonus: Ak je upratovacka Zena, Gigi fiou nie je.

(Ays) Bonus: Ked sa Ema kamarati s Gigi, len ak aj Gigi s fiou, potom je aj Ema
Zena.

© Tvrdenie @ neformalizujte, ale pouzite ho na Specializaciu nasledujucich vSseobecnych
tvrdeni na uvedenych zamestnancov a pracovné pozicie.

Okrem tejto vynimky kazdé tvrdenie formalizujte verne a osobitne, bez ohladu na iné tvrde-
nia. Teda neprenasajte informacie z jedného tvrdenia do inych tvrdeni. Niektoré formuly buda
potom mozno rozsiahlejsie, ale z hladiska kontrolovatelnosti rieSenia a hladania chyb je tento
pristup istejsi.
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a) Sformalizujte nasledujuce vyroky ako teoriu T = {A;, ..., Ag} vo vhodne zvo-
lenom jazyku vyrokovologickej €asti logiky prvého rddu £. Zapiste mnoZiny
symbolov tohto jazyka a vysvetlite zamy$lany vyznam jeho predikatovych
symbolov.
Snazte sa o to, aby pocet predikatovych symbolov bol ¢o najmensi. Zaroven
ale nespéjajte vzdjomne nezavislé vlastnosti a vztahy do jedného predikato-
vého symbolu. Nevkladajte do formalizacie zZiadne d'alSie intuitivne znalosti
na pozadi (napr. ak je niekto zly, nedopiiajte, Ze nemoze byt dobry).
(A;) V Ciernom lese stoji chaltipka, ktor4 je z perniku.
(A,) Niekedy sa jej hovori aj Pernikova veza.
(A3) V Pernikovejvezi byva zl4 ¢arodejnica. A tieZ chlapec Janko a Marienka,

ktord je jeho stirodencom.
(A4) Janko je chlapec, iba ak Marienka je zla.
(As5) Janko a Marienka su deti, ¢arodejnica nie.
(A6) Rovnako ako ¢arodejnica, aj Marienka je silnd.
(A;) Janko alebo Marienka je chlapec.
(Ag) Ak je niekto (zo spominanych) silny, nie je diev¢a a Janka ochrani.
(Ag) Akbyto, Ze Marienka je Jankovym stirodencom, znamenalo, Ze ho ochrani,
tak ho ¢arodejnica urcite nezje.

V jazyku £ dalej sformalizujte formulami B;, B, a B3 vyroky:
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(By) Marienka je dievca.
(B;) Janko je dievca.
(B3) Ak je Marienka Jankovym stirodencom, €arodejnica zje Janka.
b) Vytvorte §trukturu M pre jazyk £, ktord je modelom tedrie T.
c) Pre kazdu z formul By, B,, B3 (jednotlivo) rozhodnite, ¢i je mozné, aby bola
pravdiva v nejakom modeli teorie T.

Svoju odpoved' detailne zdovodnite na zdklade definicie modelu, §truktury
a pravdivosti vyrokovologickych formul v nej.

2.3.6 (Podla Barker-Plummer, Barwise a Etchemendy [1])

a) Sformalizujte nasledujuce vyroky ako teériu T = {A;,..., A1} v jazyku vy-
rokovologickej ¢asti logiky prvého radu £, kde €, = {A, B, C,D, E, F} a
P, = {triangle!, squarel, circle?, small', medium?, large?, same_size? larger?}.
Zamyslanou doménou st rovinné geometrické utvary. Zamyslany vyznam
predikatovych symbolov je:

Predikat Vyznam

triangle(x) X je trojuholnik

square(x) X je Stvorec

circle(x) X je kruh

small(x) X je maly

medium(x) X je stredne velky

large(x) x je vel'ky

same_size(x,y) X ay maju rovnaku vel'kost
larger(x, y) X je vicSinez y

(A7) Ak A je trojuholnik, tak B je tieZ trojuholnik.
(A,) Cje trojuholnik, ak je nim B.
(A3) A aC suoba trojuholniky, iba ak aspori jeden z nich je velky.
(A4) A je trojuholnik, no C nie je velky.
(As) Ak C je maly a D je kruh, tak D nie je ani velky, ani maly.
(Ag) Cje stredne velky iba ak ziadny z D, E, F nie je $tvorec.
(A7) D je maly kruh, jedine Ze by A bol maly.
(Ag) E je velky prave vtedy, ked je pravda, Ze D je velky, ak a iba ak je taky F.
(Ag) D aE su rovnakej velkosti.
(A19) D a E maju rovnaky tvar.
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(Ay7) Fjebud stvorec alebo kruh, ak je velky.

b) Zistite, aké tvary a vel'kosti musia mat utvary A, ..., F, aby boli pravdivé vy-
roky A;-Aj,. Predpokladajte pritom, Ze kazdy z Gtvarov ma prave jeden z
uvedenych tvarov a prave jednu z uvedenych vel'kosti.

¢) Vytvorte Struktaru M = (D, i) pre jazyk £, ktord je modelom tedrie T, kde
utvary A, ..., F maju tvar a velkost, ktoré ste urcili v predchddzajicom bode.
Interpretacie predikatov v M musia pritom mat zamysl'any vyznam, teda mat
nasledujuce dodato¢né vlastnosti:

« kazdy geometricky méa prave jednu velkost, ¢iZe pre kazdé u € D exis-
tuje P € {small, medium, large} také, ze u € i(P), a mnoziny i(small),
i(medium), i(large) st disjunktné;

+ kazdy geometricky ma prave jeden tvar, ¢iZe pre kazdé u € D existuje P €
{triangle, square, circle} také, Ze u € i(P), a mnoziny i(triangle), i(square),
i(circle) sa disjunktné;

« interpretdcia predikatu same_size je reldcia ekvivalencie na D taka, Ze pre
vSetky x, y € D:

(x,y) € i(same_size) vtt
X,y € i(small) alebo x,y € i(medium) alebo x,y € i(large);

« interpretdcia predikatu larger je ostré ¢iasto¢né usporiadanie na D, pri-
¢om pre kazdé x, y € D:

(x,y) € i(larger) vtt x € i(large) a y € i(medium) U i(small),

alebo x € i(medium) a x € i(small).

2.4 Ohodnotenia

2.4.1 Priklad. Nech £ je jazyk vyrokovych formul logiky prvého rddu, kde C, =
{Alena, Karol} a P, = {ucitel, pozna}. Nech M = (D, i) je Struktura pre jazyk £,
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kde:
D = {8kolnik, u¢itelka218, upratovackal, upratovacka2}

i(Alena) = ucitelka218
i(Karol) = 3kolnik
i(ucitel) = {ucitelka218}
i(pozna) = {(8kolnik, uc¢itelka218), (ucitelka218, skolnik),
(upratovackal, upratovacka2)}
Zostrojte vyrokologické ohodnotenie v pre £ zhodné s M.

Riesenie. Na to, aby sme zostrojili vyrokovologické ohodnotenie v zhodné s M, musia sa
zhodovat na vSetkych predikatovych atémoch jazyka £, tj., v E A vtit M F A pre kazdy
atdbm A € PA,. Preto potrebujeme pre kazdy predikatovy atom A € PA, rozhodnut, ¢i
je v M pravdivy alebo nie. V pripade pravdivosti mu v ohodnoteni v priradime hodnotu ¢,
v opa¢nom pripade hodnotu f.

Zostrojme teda mnozZinu vsetkych predikatovych atémov jazyka £:

PA, ={ucitel(Alena), ucitel(Karol),

pozna(Alena, Alena), pozna(Karol, Karol), pozna(Alena, Karol), pozna(Karol, Alena)}

Nasledne zostrojime hladané ohodnotenie v tak, Ze pre kazdy atéom urcime, ¢i je alebo
nie je pravdivy v M, a podla toho mu vo v priradime prislu§nt pravdivostnd hodnotu:

i(Alena) € i(ucitel’) takze M F ucitel(Alena) v = {ucitel(Alena)  t,

i(Karol) ¢ i(ucitel) takze M ¥ ucitel(Karol) ucitel(Karol) — f,
(i(Alena), i(Alena)) ¢ i(pozna) takze M ¥ pozna(Alena, Alena) pozna(Alena, Alena) — f,
(i(Karol), i(Karol)) ¢ i(pozna) takZze M ¥ pozna(Karol, Karol) pozna(Karol, Karol) - f,
(i(Alena), i(Karol)) € i(poznd) takze M F pozna(Alena, Karol) pozna(Alena, Karol) - ¢,
(i(Karol), i(Alena)) € i(poznd) takze M E pozna(Karol, Alena) pozna(Karol, Alena) — t} §

2.4.2 Priklad. Nech £ jejazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvéhoradu, kde C, =
{Adam, Karol} a P, = {student!, profesor?, u¢i?}. Nech

v = {Student(Adam) - ¢, Student(Karol) — f,
profesor(Adam) — f,  profesor(Karol) — t,
uc¢i(Adam, Karol) — f, uci(Karol, Adam) — f}

je ¢iastocné ohodnotenie predikatovych atomov jazyka £. Zostrojte Struktaru M
zhodnt s v na dom v.
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Riesenie. Na to, aby sme zostrojili Strukturu M zhodnu s v na dom v, teda na defini¢nom
obore ohodnotenia v, potrebujeme pre kazdy predikatovy atom A € dom v, pre ktoryv(A) =
t zabezpecit, aby bol A pravdivy v M, teda M F A. Naopak, pre kazdy predikatovy atom
B € domv, pre ktory v(B) = f musime zabezpecit, aby M ¥ B. Konkrétne:

v(Student(Adam)) = t, takZe M F Student(Adam), teda i(Adam) € i(Student);

v(Student(Karol)) = f, takze M K Student(Karol), teda i(Karol) ¢ i(Student);

v(profesor(Adam)) = f, takze M K profesor(Adam), teda i(Adam) & i(profesor);

v(profesor(Karol)) = ¢, takze M E profesor(Karol), teda i(Karol) € i(profesor);

v(uci(Adam, Karol)) = f, takze M F uci(Adam, Karol), teda (i(Adam), i(Karol)) & i(uci);

v(uci(Karol, Adam)) = f, takze M F uci(Karol, Adam), teda (i(Karol), i(Adam)) & i(uci).
VSimnime si, Ze ohodnotenie v nepriraduje pravdivostni hodnotu vSetkym predik4tovym
atébmom z A .. V pripade tychto atomov nezélezi, ¢i budu alebo nebudu pravdivé v M. Teraz
uZ jednoducho zostrojime §truktaru M = (D, i) napriklad takto:

Zvolime si doménu s prinajmensom rovnakou kardinalitou ako mnozina kons$tant €,
a kazdou konS$tantou pomenujeme iny prvok:

D = {5352, 5667, 5986, p520, p830, p921},
i(Adam) = 5667,
i(Karol) = p830.
Nasledne skonstruujeme interpretacie predikatov tak, aby v interpretujucich mnozinach
boli resp. neboli tieto prvky alebo ich n-tice tak, ako sme zistili vyssie:
i(3tudent) = {5352, 5667, 5986},
i(profesor) = {p520, p830, p921},
i(uci) = {(p520, s667), (p830, 352), (p830, 5986)}. s

243
a) Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu, kde €, = {Jack,
Corona}a P, = {pivol, pije?}. Nech M = (D, i) je $truktura pre jazyk £, kde:
D = {s1,s2,53, p1, p2}
i(Jack) = s3,
i(Corona) = pl,
i(pivo) = {p1, p2},
i(pije) = {(s1, p1), (s2, p1), (52, p2)}

Zostrojte vyrokovologické ohodnotenie v pre £ zhodné so Strukturou M.
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b) Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu, kde €, = {Andy,
Woody} a P, = {hrackal, chlapec?, hra_sa?}. Nech

v = {hracka(Woody) + t, hracka(Andy) — f,
chlapec(Andy) — t, chlapec(Woody) — f,
hra_sa(Andy, Woody) + ¢, hra_sa(Woody, Andy) — f}

je ciastocné ohodnotenie predikatovych atomov jazyka £. Zostrojte Struk-
taru M zhodnt s v na domv.
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3 Vyrokovologické vyplyvanie

3.1 Vyplyvanie, nezavislost, nesplnitelnost
3.1.1 Majme vyrokovologicku teériu T

Ay: (tancuje_s(A, B) — (frajer(A) V spieva(A))),
T = | A,: (—tancuje_s(A, B) v —spieva(A)),

Aj: (—spieva(A) — frajer(A))
O kazdej z formul X;-X; rozhodnite, ¢i a) vyplyva z tedrie T, b) je nezavisla od T,
alebo c) ani z T nevyplyva, ani od nej nie je nezavisla:
(X;) (tancuje_s(A, B) — frajer(A)),
(X3) —spieva(A),
(X3) (—spieva(A) A =frajer(A)).

©® Aka formula vyplyva z tedrie v pripade c)?

3.1.2 Priklad. (Variacia na Smullyana [4]) V pripade bankovej lapeZe in§pektor Nick
Fishtrawn zaistil dvoch podozrivych Andrewsa a Browna, pri¢om zistil nasledu-
juce skuto¢nosti:

(A1) Andrews nikdy nepracuje sam.
(A,) Nikto dalsi do pripadu uz zapleteny nie je.

Pomodzte inSpektorovi Fishtrawnovi zistit, kto z podozrivych je urcite vinny a ma
ho obvinit, kto je naopak urcite nevinny a ma ho oslobodit, a o koho vine ¢i nevine
nemozno rozhodnut. Svoje odpovede dokazte.

Riesenie.
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© Riesenie sme rozdelili na kroky, ktoré by ste mali aplikovat pri kazdej neformalne zadanej
Ulohe.

1. Formalizacia. Zistenia sformalizujeme ako tedriu v jazyku vyrokovych formul lo-
giky prvého radu s mnozinou individuovych konstant €, = {A, B} (kde A zna¢i Andrews a B
znaci Brown) a s mnozinou predikatovych symbolov P, = {vinny'} (kde vinny(x) znamen4,
Ze X je vinny).

© Ostatné skuto¢nosti, ako napr. konkrétny pripad, kto s kym pracuje a kto je do pripadu za-

pleteny, nepotrebujeme reprezentovat individuovymi konstantami alebo predikatovymi sym-
bolmi, pretoZe hovoria iba o vine alebo nevine podozrivych, a to uz mame dostato¢ne repre-
zentované predikatovym symbolom vinnyl.

Tedria T je nasledovna:

A (vinny(A) — vinny(B)),
- Ay: (vinny(A) v vinny(B)) |’

2. Urcenie formalneho problému. Aby sme odpovedali na otazky o vine, nevine a nemoznosti
o nich rozhodnut, overime najprv vyrokovologickt splnitelnost teérie T. Ak je T nesplni-
tel'nd, zistené skutocnosti si protirecia, neopisuju Ziaden stav sveta, preto sa na ich zaklade
neda rozhodnut o (ne)vine podozrivych.

Ak je T splnitelnd, pre obe individuové konsStanty ¢ € €, zistime, ¢i formula vinny(c)
vyrokovologicky vyplyva z teérie T (potom c je urcite vinny), formula —wvinny(c) vyplyva z T
(c je urcite nevinny), a ¢i je formula vinny(c) nezavisld od T (o vine ¢ nemoZno rozhodnut).

3. Riedenie formalneho problému. Najprv zistime, ¢i je teéria T splnitelnd. Zostrojime vSetky
vyrokové ohodnotenia tych atomickych formul, ktoré sa vyskytuju v T, a zistime, ¢i je aspon
v jednom pravdiva. Ked ndjdeme prvy model, musime néjst vSetky, aby sme nasledne mohli
vyhodnotit vyplyvanie zaujimavych formul z T, resp. ich nezavislost od T

U; T

vinny(A)  vinny(B) vinny(A) vinny(B) (vinny(A) — vinny(B))  (vinny(A) V vinny(B))

Uy f f Fy ¥y Fp ¥y
v, t f Fp ¥, ¥, P
U3 f t Fp o o o
Uy t t Fp Fp o o

4. Vysledky riesenia formalneho problému. Zistili sme, Ze T je splnitel'nd (vid def. 3.5), kedze
napr. v; F, T. Teéria ma dva modely, v; a v,. Pomocou nich ur¢ime aké vztahy s tedriou T
maja formuly zaujimavé pre odpoved na neformalnu otazku z tlohy:
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« Formula vinny(A) nevyplyva z T (T ¥, vinny(A)), pretoZe existuje model T, a to
U3, v ktorom vinny(A) nie je pravdivd (def. 3.7). Zaroven v8ak v, F, vinny(A), takze
vinny(A) je od T nezdvisld (def.|3.10). A T &, =vinny(A), lebo v, ¥, =vinny(A).

« Formulavinny(B)vyplyvaz T (T £, vinny(B)), pretoZe je pravdivé vo vetkych (oboch)
modeloch T (strucnejsie: v; F, vinny(B) pre i € {3,4}) . Od T nie je nezdvisla, lebo
neexistuje model T, v ktorom by bola nepravdiva. Formula —vinny(B) nevyplyva z T,
lebo napr. vy ¥, =vinny(B).

5. Interpretacia (vyvodenie neformalnych zaverov z formalnych). MoZeme teda prejst na roz-
hodnutie o vine alebo nevine podozrivych:

+ Brown je ur¢ite vinny, pretoze T =, vinny(B).

+ Nikto z podozrivych nie je istotne nevinny, kedZe pre Ziadne ¢ € C, neplati T F,
=wvinny(c).

« O Adamsovej vine na zéklade zistenych skutocnosti nemozno rozhodnut, lebo for-
mula vinny(A) je nezavisla od T.

© Uvedomme si este raz, Ze zaver, Ze je Brown vinny, mdZeme zo zistenia T F, vinny(B)

urobit len vdaka tomu, Ze sme predtym overili splnitelnost T. Ak by bola teéria T nesplnitelna,
vyplyvala by z nej kazda formula, teda vinny(B) aj =vinny(B). Na zaklade takejto tedrie by sme
nemohli vyvodit Ziadne zmysluplné zavery. s

3.1.3 (Variacia na Smullyana [6]) InSpektor Scotland Yardu Nick Fishtrawn pred-
viedol troch podozrivych z ltpeze klenotov v obchodnom dome Harrods: Daviesa,
Milesa a Parkera. In§pektor vySetrovanim zistil nasledovné indicie:

(Ap) Miles nikdy nepracuje sam, teda ltpil, iba ak sa na lupezi podielal asponi je-
den zo zvy$nych dvoch podozrivych.

(A,) Davies vzdy pracuje s Parkerom.
(A3) Parker sa s Milesom neznasa, preto urcite nelapili spolu.
(A4) Zlupeze mozu byt vinni len tito traja podozrivi a nikto iny.

Sformalizujte zistené skutocnosti ako vyrokovologicku teériu T v jazyku vyro-
kovologickej ¢asti logiky prvého rddu s vhodne zvolenymi mnoZinami C; a P.

a) Vyuzitim splnitelnosti, vyplyvania a nezavislosti rozhodnite, koho z podozri-
vych moze inSpektor s istotou obvinit, koho mdze bez obav prepustit, lebo sa
kradeze urcite nezucastnil, a koho musi prepustit pre nedostatok dokazov.

b) Aké by boli vaSe zavery, keby in§pektor zistil aj nasledujucu skuto¢nost?
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(A5) Milesa videli dvaja spolahlivi svedkovia utekat s lupom z obchodného
domu, takZe je urcite vinny.

@ Pomécka. Formaliziciu tentoraz obmedzte na skuto¢nosti, ktoré st postacujice k vyrie-
Seniu Ulohy (teda sustredte sa na vinu podozrivych, ak je to postadujtce).

3.1.4 (Variacia na Smullyana [6]) InSpektor Nick Fishtrawn riesi d'alsi zapeklity pri-
pad lupeze. Podozrivi su Addams, Doyle a Harris. In§pektor zistil nasledujtce sku-
to¢nosti:

(A;) Ak prsalo, urcite je vinny Harris.

(A,) Naopak, ak neprsalo, vinny je jeden zo zvy$nych dvoch podozrivych.
(A3) Harris ma vzdy najviac jedného kumpéana.

(A4) Addams pracuje, ak je jeho kumpanom Doyle.

(As) Addams pracuje, len ak prsi.

(Ag) Nikto iny nie je podozrivy.

Sformalizujte zistené skutocnosti ako vyrokovologicku teériu T v jazyku vyro-
kovologickej ¢asti logiky prvého rddu s vhodne zvolenymi mnoZinami C, a P,.

S vyuzitim splnitel'nosti, vyplyvania a nezavislosti rozhodnite o vine a nevine
jednotlivych podozrivych, pokial to je mozné.

@ Pomécka. Pri formalizacii by vam mali stacit 4 predikatové atémy.

3.1.5 (Ghidini a Serafini [2]) Prechadzate labyrintom a ocitnete sa na kriZzovatke,
z ktorej vedu tri mozné cesty: cesta nal'avo je vydlazdena zlatom, cesta pred vami
je vydlazdena mramorom a cesta napravo je vysypana kamienkami. Kazdu cestu
strazi straznik a kazdy z nich vim povie nieco o cestach:

StraZnik zlatej cesty: ,,TAto cesta vedie priamo do stredu labyrintu. NavySe, ak vas
kamienky dovedu do stredu, tak vas do stredu dovedie aj mramor.*

Straznik mramorovej cesty: ,,Ani zlato, ani kamienky nevedu do stredu labyrintu.”

StrdZnik kamienkovej cesty: ,,Nasledujte zlato a dosiahnete stred, nasledujte mra-
mor a stratite sa.“

Viete, Ze vSetci straZnici stale klamu.
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i. D4 sa na zdklade uvedenych informacii rozhodovat o tom, ktoré cesty veda
a ktoré nevedu do stredu labyrintu?

ii. O ktorych cestdch moZete s istotou povedat, Ze vedu do stredu labyrintu?
iii. Ktoré z ciest urcite nevedu do stredu labyrintu?

iv. O ktorych cestach sa ned4 rozhodntt, Ze do stredu labyrintu vedu alebo ne-
veda?

Vasou tlohou je:

a) Sformalizovat uvedené skuto¢nosti ako vyrokologicku teériu vo vhodnom ja-
zyku, pricom vyznam symbolov stru¢ne vysvetlite.

b) Urcit, aké logické problémy zodpovedaju otdzkam i-iv (napr. rozhodnutie,
¢i nejaka konkrétna formula vyplyva z konkrétnej teorie, je od nej nezavisla,
teoria je (ne)splnitelnd, najdenie vSetkych modelov a pod.).

c¢) Vyriesit logické problémy, ktoré ste urcili.

d) Zodpovedat otazky i-iv na zaklade rieSeni logickych problémov.

€ Pomocka. Pri formalizacii by vdm mali stacit 3 predikatové atémy.

1. VyrieSenie samotnej hadanky je len mala cast tejto tlohy. Désledne vyrieste vsetky podu-
lohy.

3.1.6 Sformalizujte nasledujice vyroky ako ucelenu tedriu vo vhodne zvolenom
spolo¢nom jazyku vyrokovej ¢asti logiky prvého radu. Zadefinujte pouzity jazyk
a vysvetlite vyznam jeho predikatovych symbolov.
(A1) Ak Minister nie je schopny, Premiér ho odvola. Alebo je Premiérov kamarat.
(A,) Minister je Premiérov kamarat, ak ho Premiér neodvolal.
(A3) Minister, ktory t¢inne zasiahol proti pandémii, je schopny.
(A4) Premiér Ministra neodvolal, napriek tomu, Ze Minister proti pandémii u¢inne
nezasiahol.

Pomocou vasej tedrie vyuZitim vyrokovologickej splnitelnosti, vyplyvania a ne-
zavislosti rozhodnite (ak je to mozné), ¢i na zaklade vyrokov A;-Ay:
(C1) je Minister schopny,
(C,) Premiér Ministra odvola,

(C3) Minister je Premiérov kamarat.
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@ Pomécka. V tomto zadani chapeme Ministra a Premiéra ako konkrétne osoby, nie ako roly
nejakych nepomenovanych osob.

3.1.7 Sformalizujte nasledujtice vyroky ako ucelenu tedriu vo vhodne zvolenom
spolo¢nom jazyku vyrokovej Casti logiky prvého radu. Zadefinujte pouzity jazyk
a vysvetlite vyznam jeho predikatovych symbolov.

(A;) Ked Rusko zattoc¢ilo na Ukrajinu, tak porusilo Budapestianske memoran-
dum alebo Putin klame.

(A,) Rusko je agresor, ak porusilo Budapestianske memorandum a na Ukrajinu
zautocilo.

(A3) Rusko neporusilo Budapestianske memorandum, len ak Putin neklame.

(A4) Akto, ze Rusko zautocilo na Ukrajinu, znamen4, Ze porusilo Budapestianske
memorandum, tak Putin klame.

Pomocou vasej tedrie vyuZitim vyrokovologickej splnitelnosti, vyplyvania a ne-
zavislosti zistite, ktoré z nasledujucich vyrokov (C;)-(C3) st na zaklade vyrokov
(A;)-(Ay) urcite pravdivé, urcite nepravdivé, a o ktorych to nemozno rozhodnut:

(C,) Putin klame,
(C5) Rusko Budapestianske memorandum neporusilo,

(C3) Rusko je agresor, iba ak zautocilo na Ukrajinu.

3.1.8 Inspektor NAKA Cincila vysetruje uplatkarsku kauzu, v ktorej figuruju Sty-
ria podozrivi z poskytnutia alebo prijatia aplatku: JH, MK, TG a DT. InSpektor
vySetrovanim zistil nasledovné indicie:

(A7) Ak podlacali JH aj MK, tak podplatili TG.

(A,) Podplacal aj MK alebo tplatok prijal TG, ak podplacal JH.
(A3) TG berie uplatok, iba ak ani DT neobide nasucho.

(A4) Ak nepodplacal JH, tak bol ur¢ite podplateny DT.

Ktoje v tejto kauze z podplacania alebo brania tiplatku podla indicii urcite vinny,
kto urcite nevinny a o koho vine nemozno rozhodnut?

Vasou ulohou je:

a) Sformalizovat uvedené skutoc¢nosti ako vyrokologicku teériu vo vhodnom ja-
zyku, pricom vyznam symbolov stru¢ne vysvetlite.
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b) Ur¢it, aké logické problémy zodpovedaju otdzkam o vine zo zadania (napr.
rozhodnutie, ¢i nejakd konkrétna formula vyplyva z konkrétnej teérie, je od
nej nezavisl, teoria je (ne)splnitelnd, najdenie vSetkych modelov a pod.).

c) Vyriesit logické problémy, ktoré ste urcili. Zdovodnite ich, teda napr. vysvet-
lite, preco vasa pravdivostna tabul'ka ukazuje, Ze formula/tedria je splnitelna.

d) Zodpovedat otazky zo zadania na zéklade rieSeni logickych problémov.
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4 Vlastnosti a vztahy
vyrokovologickych formul

4.1 Tautolodgie, spinitelné, falzifikovatelné a nesplnitelné
formuly

4.1.1 Majme jazyk £, kde P, = {pekné, rychle, ekologické} a €, = {moje_auto}.
Oznalme P = pekné(moje_auto), R = rychle(moje_auto) a E = ekologické(moje_
auto).

Rozhodnite o kazdej z nasledujucich formul nad jazykom £, ¢i je i. tautoldgia,
ii. splnitel'nd, iii. falzifikovateln4, iv. nesplnitelna. Pri kaZdej formule rozhodnite
o vSetkych uvedenych vlastnostiach a rozhodnutia zdévodnite.

a) (=(P AE) — (=P A-E)) ) ((P—>R)—P)—P)

b) (P Vv —P) A=(E V —E)) j) (P Vv P)

c) (P—(P—(P—P)) k) (PAE)— (=P AE))

d) (PA(EV (P = R))) ) ~«((PVR)V (=P VE))

e) (P —P)—P)—~P) m) (((EV-R)A(P — =R)) -

f) =(P < —P) (=R - (=P AE)))
g) ((PA-P)V (PV-P)) n) (P—=(-R—E)A

h) (P A-P) (=P Vv =E) A=(P — R)))

Riesenie. a) Aby sme rozhodli, akého druhu je formula A = (=(P A E) — (=P A —E)), podla
tvrdenil4.3|a/4.4 staci preskimat vSetky rozne ohodnotenia vyrokovologickych atémov, ktoré
sa vyskytuju v A:

Q Ked?ev A sa vyskytuju dva atomy, takéto ohodnotenia st Styri. Podobne ako v Glohach
o vyplyvani vysledok nasho skimania, ako aj Ciastkové vysledky, zapiSeme do tabulky.
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P E -P -E (PAE) ~(PAE) (-PA-E) (=(PAE)~ (=P A-E))
v f f B B K Ep Fp Fp
v, ¢ f ¥ B K Ep Eo Ep
v f ot kB K K Ep E £
vt ot K, KK £ £ Ep

Q Kedze mame rozhodnut o vlastnostiach formuly A, nezabudneme vyslovit zavery a zd6-
vodnit ich:

i. KedZze v, ¥, A, teda A nie je pravdivd vo vsetkych ohodnoteniach,
tak A nie je tautolégiou.

ii. Kedzev, F, A, teda A je pravdivd v aspori jednom ohodnotent,
tak A je splnitelna.

iii. KedZe v, ¥, A, teda A je nepravdiva v aspori jednom ohodnotent,
tak A je aj falzifikovatel'na.

iv. KedZe v, F, A, teda nie je pravda, Ze A je nepravdiva vo vetkych ohodnoteniach,
tak A nie je nesplnitelna. s

4.1.2 O kazdej z nasledujucich formul nad jazykom £, kde P, = {lubi}a C, = {P,
L}, pricom P znaci Peter a L znaci Lucia rozhodnite, ¢i je i. tautologia, ii. splniteln4,
iii. falzifikovatel'na, iv. nesplnitelna. Rozhodnite o v§etkych moznostiach a rozhod-
nutia zdévodnite.

(X,) ((Hlabi(P,L) — =labi(L, P)) A (Itbi(P, L) v [abi(L, P)))
(X,) (~(Iabi(P, L) A Iabi(L, P)) < (=lubi(P, L) v =labi(L, P)))
(X3) ((mlabi(P, L) — labi(L, P)) A ~(Itbi(P, L) v [abi(L, P)))

4.1.3 Nech £ je I'ubovol'ny jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu. Nech
A a B su lubovolné vyrokovologické formuly jazyka £.

O kazdej z nasledujucich formul v jazyku £ rozhodnite, ¢i je i. tautolégia, ii. spl-
nitel'n4, iii. falzifikovatel'nd, iv. nesplnitelna. Rozhodnite o vSetkych moZnostiach
a rozhodnutia zd6vodnite.

(X1) “(=(AAB) < (mAV -B))
X3) (A - =B)A(AVB))
(X3) ~((~A - B)A~(AV B))
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Riesenie pre X .

! PretoZe formuly A a B nemusia byt atomické, nem6Zzeme vymenovat ich ohodnotenia tak
ako v rieeni tlohy [&-1.3] v(A) nie je definované, ak A nie je predikitovy atém. Nevieme ani
to, aké atémy formuly A a B obsahuju (a mozZno su ich tisice), takze nemézeme vymenovat
ani vSetky ohodnotenia tychto atdmov. Navyse na rozdiel od atémov mézu byt formuly A a B
tautolégiami ¢i nesplnitelnymi (nezavisle od seba) a v tom pripade neexistuju ohodnotenia,
v ktorych by boli nepravdivé resp. pravdivé.

Mozeme vsak zobrat [ubovolné ohodnotenie v pre jazyk £ a skimat rézne pripady prav-
divosti (I=p) formul A a B v tomto ohodnoteni. Kvoli prehladnosti zapiSeme mozné pripady do
tabulky. VSimnite si vsak, ako sa tato tabulka lisi od tabulky z riesenia ulohym

Nech A a B st I'ubovolné vyrokovologické formuly jazyka £. Nech v je lubovolné ohod-
notenie pre jazyk £. Rozoberme mozné pripady pravdivosti a nepravdivosti formual A a B
vo U a zistime, v ktorych pripadoch je vo v pravdiva formula X;:

A B (AAB) -(AAB) =A -B (mAV-B) (Yo2Z) =Y o 2)

v oK, Ky ¥, Fp o Fp o o ¥,
v K R ¥y Ep S Ep o ¥y
[ ¥y Fp Fy Fp Fp o ¥y
[ S Fo ¥y F, ¥y Fo ¥,

Oznadilisme Y :=(AAB)aZ:=(mAV-B),tedaX; = (Y « Z).

Rozobrali sme vSetky pripady pravdivosti A a B v ohodnoteni v. Ako vidime, v kaZdom pri-
pade je formula X, nepravdiva.

PretoZe v bolo I'ubovol'né ohodnotenie, méZeme nase zistenie zovSeobecnit: X, je neprav-
diva v kazdom ohodnoteni v pre jazyk £.

Z definicif vlastnosti formul teda vyplyva, Ze formula X;:

i. nie je tautoldgia,

ii. nie je splnitelna,

iii. je falzifikovatelna,

iv. je nesplnitelna. s
Riesenie pre X,. Nech A a B su I'ubovolné vyrokovologické formuly jazyka £. Nech v je
I'ubovolné ohodnotenie pre jazyk £. Preskimajme, ako pravdivost a nepravdivost formul
A a B vo v ovplyviiuje pravdivost formuly X,:

A B -A -B (wA—-B) (AVB) ((~A > -B)A(AVB))
I Ep I ¥
v B, By B E Ep £
v K K, K Ep Ep Ep
vk, B, K, K E E E

p

o
o
o
=1
o
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Rozobrali sme vSetky pripady pravdivosti A a B v ohodnoteni v. V pripade, Ze v F, A, je
formula X, vo v pravdiva, kym v opacnom pripade je nepravdiva.

Tento vysledok sa neda jednoducho zovSeobecnit. Bez d'al$ich informécii o formulach A
a B nemdzeme rozhodnut o Ziadnej z pozadovanych vlastnosti formuly X,.

1. Tento zaver mdze na prvy pohlad vyzerat prehnane pesimisticky. Z tabulky sa predsa zda,
Ze by X, mala byt splnitelna aj falzifikovatelna a nemala by byt tautolégia ani nesplnitelna. Ale
nie je to tak, pretoze A a B nemusia byt atomické formuly, a preto pre ne niektoré z pripadov
rozoberanych v tabulke nemusia nastat:

Ked zvolime formulu A tak, Ze je nesplnitelna (napr., (a A —a) pre nejaky predikatovy atém a
jazyka £), nebudu existovat Ziadne ohodnotenia, kde by A bola pravdiva. Potom mo6Zu nastat
iba pripady z prvych dvoch riadkov nasej tabulky, teda v kazdom ohodnoteni bude formula
((=A - =B) A (A V B)) nepravdiva, a teda bude nesplnitelna a zaroven falzifikovatelna (a ne-
bude tauldgia ani splnitelna).

Ak ale napriklad vyberieme za A tautolégiu a za B nesplnitelnt formulu, v kazdom ohod-
noteni nastane iba 3. pripad, preto ((—A — —B) A (A V B)) bude tautolégia (a teda splnitelna
atd.).

Ako posledny priklad uvazujme, ze A bude nejaky predikatovy atém a z jazyka £ a B = —a.
Potom v ohodnoteni v;, kde v;(a) = f bude ((mA——~B)A(AVB)) pravdiva (2. pripad). Naopak
v ohodnoteni v,, kde v,(a) = t bude ((mA — —=B) A (A V B)) nepravdiva (3. pripad). Pri tejto
volbe formul A a B bude teda formula ((=A — —=B) A (A V B)) spinitelna aj falzifikovatelna. 1

4.2 Ekvivalentnost formul

4.2.1 Priklad. Dokazte, Ze nasledujuce dvojice formul nad jazykom £, kde P, =
{f1,h1, b1, NHLY,i%, r!, m1}, kde f znaci futbalista, h znac¢i hokejista, b znaéi bohaty,
NHL znaci hra¢ NHL, i znadi inteligentn4, r znaci rozumna, a €, = {M, E}, kde M
znac¢i Miro, E znac¢i Eva, su (sémanticky) ekvivalentné

a) de Morganove pravidla:
~(f(M) Ah(M)) a (=f(M) v ~h(M)),
~(f(M) v h(M)) a (=f(M) A =h(M));

b) (h(M) = (b(M) = NHL(M)) a ((h(M) A b(M)) — NHL(M)));
¢) (i(E) A (r(E) v b(E))) a (=i(E) v =r(E)) A (7i(E) V ~b(E))).
d) ~(i(E) — (r(E) Ab(E))) a (~((E) — r(E)) v (i(E) A =b(E)))

Riesenie. a) Dokazme ekvivalentnost formul de Morganovo pravidla pre konjunkciu. Pre-
verme pravdivost formul =(f(M)Ah(M)) a (=f(M)Vv—h(M)) vo vSetkych roznych ohodnotenia
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tych predikatovych atomov, ktoré sa v skumanych formulach vyskytuju:

U;
f(M) h(M) =f(M) —h(M) (F(M)AhM))  —(f(M) Ah(M))  (=f(M) vV =h(M))
Uy f S Fp Fo lélD Fp Fp
U, t f F, Fp F, Fp Fp
U f t Fp ¥, K, Fp Fp
Uy t t ¥, ¥, Fp F, ¥,

Z tabulky vidime, Ze skuto¢ne pre kazdé
ohodnotenie v;, i € {1,...,4}, plati v; F,
=(f(M) A h(M)) vtt v; E, (=f(M) v =h(M)).
Z toho, z tvrdenia 4.3|z prednasky a z defi-
nicie ekvivalencie 4.10 vyplyva, Ze formuly
=(f(M) A h(M)) a (=f(M) v =h(M)) su ekvi-
valentné. b

©Q Podobne ako pri skimani sémantickych
vlastnosti jednotlivych formul ¢i overovani vy-
plyvania, nezabudnime vyslovit zaver, ktory
z preskimania vsetkych ohodnoteni vyvodzu-
jeme.

4.2.2 Priklad. Nasledujuce dvojice formul su vyrokovologicky ekvivalentné pre
vsetky formuly A, B, C v I'ubovolnom jazyku vyrokovologickej ¢asti logiky prvého
radu. Dokazte to rozborom pravdivosti formul A, B, C v l'ubovolnom vyrokovolo-
gickom ohodnoteni podobne ako v priklade

a) Nahradenie implikdcie a ekvivalencie

Implikécia je ekvivalentna disjunkcii negovaného antecedentu (l'avej strany)
s konzekventom (pravou stranou).
i. (A— B)®, (AVB)
Ekvivalenciu (A < B) sme zadefinovali ako skratku za ((A = B)A(B — A)).
Alternativne by sme ju mohli zadefinovat aj podl'a nasledujicej ekvivalencie:
ii. (A< B)s,((AAB)V(=AA-B))

© Kedy je tato ekvivalencia vyhodna pri Upravach formil do CNF? Kedy je naopak
vyhodna nasa definicia < konjunkciou dvoch implikacii?

b) Asociativnost
Binarne spojky A, V a skratka < su asociativne:
L. (AAB)AC)©, (AANBACQ))
ii. (AVB)VC)e,(AV(BV())
iii. (Ao B)eC0)e (A« B<0)
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1. Implikacia — samozrejme nie je asociativna.

c) Komutativnost a obmena implikdcie

d)

e)

Binarne spojky A, V a skratka < st komutativne:
i. (AAB)e, (BAA)
ii. (AVB) &, (BVA)
iii. (A< B)e,(B<A)
Implikdcia — samozrejme nie je komutativna, ale je ekvivalentn4 so svojou
obmenou:
iv. (A— B) &, (7B - —A)
Zdkon dvojitej negdcie a De Morganove zdkony
Tieto zadkony pravdepodobne poznate:
L —Asp A
ii. "(AAB) &, (nAVB)
iii. 2(AV B) &, ("AA-B)
Pomocou nahradeni z ¢asti a) sa z nich daja I'ahko odvodit analogické zakony
pre implikaciu a ekvivalenciu:
iv. 7(A - B) &, (AA-B)
v. (A © B) &, (A < 7B)
Distributivnost
Konjunkciu méZeme distribuovat do disjunkcie (=) a aj ju z nej vyniat («<).
Rovnako disjunkciu méZeme distribuovat do/vyiat z konjunkcie:
L (AABVC) e, ((AAB)V(AACD))
ii. (AV(BAC) e, (AVB)A(AV(O))
Implikécia je pozoruhodna tym, Ze ju mdzeme distribuuovat do konjunkcie,
disjunkcie, implikacie, ba aj ekvivalencie v jej konzekvente (t.j., na jej pravej
strane), a tieZ mozeme vynat spolo¢ny antecedent (prava stranu implikécie).
iii. (A= BAC) e, (A>B)AA-C0))
iv. A->(BVC)ep,(A—-B)V(A-0)
Vv.(A-B->C)e,(A—>B)—>(A-0))
Vi A-Be(0)e,(A—>B)«A-0)

f) Identita, idempotencia a absorpcia
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Pripojenim l'ubovolnej tautolégie T (napr. (B Vv —B)) k akejkolvek formule
konjunkciou sa nezmeni jej vyznam. Tautolégie sa teda voci konjunkcii spra-
vaja podobne ako jednotka voci ndsobeniu. Analogicky vztah je medzi nespl-
nitelnymi formulami L (napr. (B A =B)) a disjunkciou. Tymto dvom faktom
sa hovori aj zdkony identity.
L(AAT)ep A

ii.(Avl) e, A
Naopak nesplnitelné formuly voci konjunkcii a tautologie voci disjunkcii sa
spravaja ako nula voci ndsobeniu:

iii. (AAL)e, L

ivv. AvT) e, T
Spojky A a Vv st idempotentné, teda ich aplikacia na ta istd formulu nemeni
jej vyznam.

V. (ANA) s, A

vi. (AVA) e, A
Zakony absorpcie: Ked formulu A disjunkciou pripojime ku konjunkcii A
s I'ubovolnou formulou B, nepridali sme Ziadnu novt informaciu (pridana
konjunkcia sa ,,absorbuje” do A). To isté plati o pripojeni A konjunkciou
k (A vV B).
vii. (AV(AAB)) &, A
viii. (AA(AVB)) &, A

©  Pri uprave formuly do CNF nam tieto ekvivalencie umoziiuju zbavit sa zdvojenych
podformul, zrejmych tautolégii alebo nesplnitelnych podformul a absorbovatelnych pod-
formdl, ktoré mézu vzniknat napriklad aplikaciou distributivnych zakonov.

Riesenie pre [d)]iv] pravidlo negdcie disjunkcie.
Nech A a B su l'ubovolné vyrokovologické
formuly jazyka £. Nech v je lubovolné
vyrokovologické ohodnotenie pre jazyk £.
Rozoberme mozné pripady pravdivosti a nepravdivosti formul A a Bvo v a zistime, v ktorych
pripadoch v k, =(A = B) vttv F, (A A =B):

1. Platia rovnaké varovania ako v pri-
klade[4.1.3] Postupujeme rozborom pravdivosti
formul A, B, C v lubovolhom ohodnoteni.

A B (A->B) =(A—>B) =B (AA-B)

v oK, B o ¥y o ¥y
v oKy R o ¥y ¥y ¥y
v ok Ky ¥, Fp o Fp
v F, F F |3 E |2

p p

o

p

o

p

50



Rozobrali sme v8etky pripady pravdivosti A a B v ohodnoteni v. Obe st pravdivé, ked v F, A
av F, B, inak st obe nepravdivé. Teda v kazdom pripade v F, =(A — B) vtt v F, (A A =B).

PretoZe v bolo I'ubovolné ohodnotenie, méZeme nase zistenie zovSeobecnit: v F, =(A —
B) vtt v F, (A A =B) pre kazdé ohodnotenie v pre jazyk £. Podla definicie ekvivalentnosti
formul 4.10 teda ~(A — B) <, (A A =B). b

4.3 Tvrdenia o vyplyvani, splnitelhosti, atd.

4.3.1 Priklad. DokaZzte: Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
bez rovnosti s mnozinami individuovych konstant €, a predikatovych symbo-
lov?, ,pricomz & C, . Potom existuje jazyk £, vyrokovologicke;j Casti logiky pr-
vého radu bez rovnosti s mnozinou individuovych konstént €, = {z} a mnozinou
predikatovych symbolov P, taky Ze pre lubovolnu vyrokovologicku formulu A
v jazyku £, existuje formula B v jazyku £, taka, Ze

a) A je vyrokovologicky splnitelna vtt B je vyrokovologicky splnitelna (teda vy-
rokové ohodnotenie v, takeé, Ze v, Fy A, existuje vit existuje vyrokové ohod-
notenie v, také, ze v, F, B).

b) Struktara M, taka, ze M; F A, existuje vit existuje Struktira M, taka, ze
M, E B.

Riesenie. Nech £, je jazyk podla predpokladov. Jazyk £, skonStruujeme tak, Ze C,, = {z}
(tu ani nemame int moznost) a

P, ={P ci_.._c,) |PEP,, ar, (P)=n, ..., €Cp L

Kazdy predikatovy symbol jazyka £, je teda undrny a vznikne spojenim (pomocou pod-
¢iarnikov) niektorého pévodného predikatového symbolu P a tolkych pévodnych individu-
ovych kon§tant, aka je arita predikatu P. Jazyk £, obsahuje vS§etky mozné také kombin4cie.

Nech A je l'ubovolna formula v jazyku £,. Formulu B v jazyku £, skonStruujeme z for-
muly A tak, Ze kazdy vyskyt atému P(cy, ...,c,) nahradime atomom P_c,_..._c,(z), pre
vietky P € P, ac,...,c, € C;, kde n je arita predikatového symbolu P. (Teda napr.
ak A = (lubi(Peter, Lucia) — naliala(Lucia, Peter, Pivo)), tak B = (lubi_Peter_Lucia(z) —
naliala_Lucia_Peter_Pivo(z)).)

Dokéazme najprv Cast a), =: Nech v, je vyrokové ohodnotenie také, Ze v, F A. Vyrokové
ohodnotenie v, skonStruujeme nasledovne:

U,(P_ci_ ... _c,(2)) = v1(P(cy, .. Ch))s pre kazdy P_c,_... _c, € P,.

Ostdva nam dokazat, Ze plati v, F A vtt v, F B. D6kaz urobime indukciou na konstrukciu
formuly A:
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Nech A je atomicka formula. Ak A je predikatovy atom, ma tvar A = P(c, ..., C,), pre
nejaky n-arny predikatovy symbol P € P, a nejaké individuové konstanty ¢y, ...,
¢, € €, a jej zodpovedajuca formula B = P_c¢;_ ... _¢,(2).

KedZe v, sme skonStruovali tak, Ze oba atémy A aj B su prisluSnym ohodnotenim
ohodnotené rovnako (t.j. v;(A) = v,(B)), vidime, Ze plati v; F, Avttv, F, B.

Ak A je rovnostny atém, tvrdenie preii trividlne plati. © Tvrdenie mame dokazat
iba pre vyrokovologické formuly, teda také, v ktorych sa rovnost nevyskytuje.

Nech A je v tvare —A,. Potom B je v tvare —B, pricom B, je zodpovedajtica formula
k formule A;. Z indukéného predpokladu mame v, F, A; vit v, F, B;. Z definicie
pravdivosti formuly v ohodnoteni pre — potom plati aj v, F, Avttv, ¥, A, vitv, ¥, B;
vttv, k, B.

Nech A je v tvare (A; A A,). Potom B je v tvare (B; A B,), priCom By, B, su zodpoveda-
juce formuly k formuldm A,, A, (v tomto poradi). Z indukéného predpokladu mame
v, Fp Ay vituv, F, By ako aj v, F, A, vt v, F, B,. Z definicie pravdivosti formuly
v ohodnoteni (A) potom plati aj v, F, Avttv, F, A;av;, F, A, vttv, Fy Byav, F, B,
vttv, k, B.

Nech A je v tvare (A, V A,). Potom B je v tvare (B; V B,), pricom By, B, su zodpo-
vedajuce formuly k formuldm A,, A, (v tomto poradi). Z indukéného predpokladu
mame v; F, A; vitv, F, B, ako aj v; F, A, vttv, F, B,. Z definicie pravdivosti
formuly v ohodnoteni (V) potom plati aj v, F, A vit v, F, B podobne ako v pripade
konjunkcie.

Nech A je v tvare (A, — A,). Potom B je v tvare (B, — B,), pri¢om B, B, su zod-
povedajuce formuly k formuldm A,, A, (v tomto poradi). Z indukéného predpokladu
méme v, F, A; vitv, F, B; ako aj v, F, A, vit v, F, B,. Z definicie pravdivosti
formuly v ohodnoteni (—) potom plati aj v, F, A vttv, F, B podobne ako v pripade
konjunkcie.

Cast a), <« je analogicka, konstrukciu oto¢ime: Nech v, je vyrokové ohodnotenie také, Ze
v, F, B. Vyrokové ohodnotenie v; skonStruujeme nasledovne:

U (P(cyy e, €)) = Uy(P_cy_ e _Cy(2)),

pre vietky P" € P, acy,...,c, € C.,. V pripade atomickej formuly A opét priamo z kon-
Strukcie vyplyva, Ze v; F, A vtt v, F, B. Indukciou na konstrukciu formuly polahky doka-
Zeme to isté pre lubovolné (neatomické) vyrokovologické formuly vo v§eobecnosti.

Dokazme teraz Cast b), =: Nech M; = (D,,i,) je Strukttra taka, ze M, E A. Struktiru
M, = (D,, i,) skonstruujeme nasledovne:

D, = {73,
L@ =17,
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LP e e = {73, .ak (i1(cy), .-, 11 (cy)) € 11,(P),
¢, inak,

prekazdy P_c,_..._c, € P,.
Ak A = P(cy,...,c,) je atomickd formula (a teda B = P_c,_..._c,(2)), tak z definicie
pravdivosti formuly v $trukttre a z kon§trukcie M, mame:

M, EA vttt (i;(c)), ..., i1(c,) €i,(P) vtt i,(2)=7€L,(P_¢_..._c,) Vit M, EB.

Indukciou na konstrukciu formuly opét polahky dokazeme to isté aj pre l'ubovolné (neato-
mické) formuly.

Doké4?me teraz Cast b), <: Nech M, = (D,,i,) je $truktira takd, Ze M, F B. Strukttru
M, = (D, i,) skonstruujeme nasledovne:

D, ={O. |cet,}
i(c) =9, prekazduc € C,,,

ll(P) = {(vsl’ e chn) | iZ(Z) € iZ(P—Cl_"-_Cn)7 CyyeesCy € eﬁl }
pre kazdy P € P, , kde n je arita P.

Vdaka tejto konstrukcii je zvySok dékazu rovnaky ako v pripade <. Opit sa polahky
presved¢ime, Zze ak A = P(cy, ..., c,) je atomicka formula, a teda B = P_c,_..._c,(2), tak
z definicie pravdivosti formuly v $trukture a z konstrukcie M, mame:

M EA vttt (i1(cp),....i1(c,) € iy(P) vtt i,(z2) €i,(P_c;_..._c,) Vit M, EB.

Nasledne indukciou na konStrukciu formuly dokdzZeme to isté aj pre lubovolné formuly.

Q  V dokaze ¢asti b) v smere < samozrejme nezalezi na konkrétnom objekte, ktory pouzijeme
v doméne D,.

Podobne ani v smere = nie si podstatné konkrétne objekty v doméne D,, pokial zabez-
pecime, Ze kazdej individuovej konstante sa da priradit unikatny prvok domény, teda Ze inter-
pretacia konstant bude injektivna funkcia (prec¢o?). My sme si zvolili doménu pozostavajlcu zo
symbolov Q, pre kazdu konstantu c. Rovnako dobre by sme mohli konstanty zoradit do postup-
nosti a i-tu konstantu interpretovat jej poradovym cislom i. Dokonca by ako D; posldZila priamo
mnoZina vetkych konstant €, — takej Strukture sa hovori herbrandovskd interpretdcia. b

4.3.2 Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého rddu s mnoZinami
individuovych konstant € L, = {prof_Mracek, doc_Uhladend, Kiki, Veve, Student,,
..., Student;, Mat_1, ..., Mat_4, Prog_1, Prog_2, null, A, B, ..., FX, riadny, 1.opravny,
2.opravny} a predikatovych symbolov P, = {mily?, prisny?, student?, u¢itel?, usi-
lovny?, skolitel?, ucitel predmetu?, hodnotenie®}.
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Dokazte, Ze existuje jazyk £, vyrokovologickej ¢asti logiky prvého rddu s vhodne
zvolenou mnozinou individuovych konstant €., a mnoZinou predikatovych sym-
bolov?,, = {plati®} taky, Ze pre l'ubovolnt vyrokovologickt formulu A vjazyku £,
existuje vyrokovologicka formula B v jazyku £,, pre ktoru plati:

a) Vyrokové ohodnotenie v, také, Ze v; F, A, existuje vit existuje vyrokoveé ohod-
notenie v, take, Ze v, Fy B.

b) Struktura M; takd, ze M; E A, existuje vtt existuje Struktara M, taka, ze
M, E B.

4.3.3 Dokézte: Nech £, je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu bez rov-
nosti s mnoZinami individuovych konstant €. a predikatovych symbolov P, .
Potom existuje jazyk £, vyrokovologickej Casti logiky prvého radu bez rovnosti
s mnozinou individuovych konstantint €, a mnoZinou predikatovych symbo-
lov ?.,, takou, Ze P, obsahuje iba undrne predikatové symboly a zaroven | P, | =
|P ¢, |, taky Ze pre Tubovolnu formulu A v jazyku £, existuje formula B v jazyku £,
pre ktoru plati:

a) Vyrokové ohodnotenie v, také, Ze v; F, A, existuje vit existuje vyrokové ohod-
notenie v, take, Ze v, Fy B.

b) Struktura M; takd, ze M; E A, existuje vtt existuje Struktara M, taka, ze
M, E B.

@ Pomécka. Riedenie cvicenia tiez obsahuje transformaciu, ktorej vysledkom su iba
unarne predikatové symboly. Na rozdiel od cvi¢enia[4.3.1]je v3ak v tejto tlohe potrebné jazyk
£, prelozit do jazyka £, tak, aby sa pocet predikatovych symbolov nezmenil (|2, | = [P, ).
MozZete teda napr. skusit takd transforméciu, Ze predikatové symboly ,zachovate®, iba im zme-
nite aritu na 1, a potrebny vysledok dosiahnete vhodnou transformaciou mnoziny individu-
ovych konstant.

4.3.4 Uvazujme jazyk £ vyrokovologickej ¢asti logiky prvého rddu bez rovnosti
anech a € C je nejaka jeho individuova konstanta.

Nech A je I'ubovolné vyrokovologickd formula jazyka £ a nech B vznikne z A
nahradenim vSetkych vyskytov vietkych individuovych konstant konStantou a.

DokaZte alebo vyvratte:

a) Ak A je splnitel'n4, tak aj B je splnitelna.

b) Ak B je splnitelna, tak aj A je splnitelna.

54



4.3.5 Uvazujme jazyk £ vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu bez rovnosti.
Nech X a Y su lubovol'né vyrokovologické formuly jazyka £, nech T je lubovolna
vyrokovologicka tedria v £. Dokazte alebo vyvratte:

a) {} F, X vtt X je tautologia. m) Formula (X — Y) je nesplnitelna
b) Formuly X a Y su ekvivalentné vtt vitX je' ta}ltf)lc')gia ayje
(X © Y) je tautologia. nesplnitelna.
¢) AKT E, =X, tak T ¥, X n) Formula X je nezavisla od {} vtt
p p:

X je splnitel'n a falzifikovatelna.
d) AKT ¥, X, tak T F, ~X.

0) Ak formula X logicky nevyplyva
e) TEF, X > Y)vitTU{X}F,Y. s

z T a ani nie je nezavisld od T, tak

f) AKT F, (X VY), T je splnitelna a vyplyva z nej
tak T F, X alebo T =, Y. negacia X.
g) AKT F, X alebo T F, Y, p) Ak T F, (A - B),
tak T F, (X VY). tak T U {~B} ), "A.
h) AKT k, (X = Y), Q) AkT ¥, (AAB),
tak T #, X alebo T F,, Y. tak T F, A alebo T F, -B.
i) AKT ¥, X alebo T F, Y, r) AKT ¥, (AV B),
tak T F, (X = Y). tak T ¥, AaT ¥, B.
) AKT E, (X - Y), s) AkT E, (A - B),
tak T k=, =X alebo T F, Y. tak T #, (A A =B).
k) AKT I, =X alebo T F, Y, t) Nech T je tedria a X je formula.
tak T Ep (X = Y). Ak T je nesplnitelna, tak

nemozno rozhodnut, ¢i T |=p X

DTE, XaTE, YVWtTE,(XAY).
) P p p ) alebo T ¥, X.

Riesenie. Dokéime alebo vyvratme: {} F, X vtt X je tautologia.

Q Na prednaskach ste uz videli dokaz podobného tvrdenia 4.14c). Dokaz tvrdenia @l pod-
robne okomentujeme, aby ste podla neho dokazali robit viastné.

Tvrdenia, ktoré majua formu ekvivalencie, zvycajne dokazujeme ako implikacie v oboch sme-
roch. Inak povedané, musime dokazat, Ze {} =, X je postacujucou (=) aj nutnou (<) podmien-
kou toho, Ze X je tautoldgia, teda:

(=) ak {} ¥, X, tak X je tautolégia; () ak X je tautolégia, {} F, X.

(=) a (&) st zvycajné oznacenia dvoch implikacii, ktoré tvoria ekvivalenciu (nezamieriajte ich
so symbolom implikacie —). Obe dokaZzeme priamymi dékazmi.
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Pri priamom dokaze implikacie predpokladame jej antecedent (lavu stranu) a snaZzime sa
ukazat, Ze z jeho platnosti a z doteraz zndmych definicii a tvrdeni vyplyva konzekvent (prava

strana).

(=) Nech X je lubovol'nd formula. Predpokladajme, Ze {} =, X. Chceme ukézat, Ze potom

X je tautologia.

Podl'a definicie vyplyvania teda predpo-
kladame, Ze v kazdom ohodnoteni v, v kto-
rom je pravdiva teoria {}, je pravdiva aj for-
mula X. Podl'a definicie tautologie chceme
dokazat, Ze X je pravdiva v kazdom ohod-
noteni v.

Zoberme teda I'ubovolné ohodnotenie v.
PretoZe tedria {} neobsahuje Ziadne for-
muly, trividlne plati, Ze vSetky formuly z {}
su pravidvé vo v, a teda podla definicie
pravdivosti teérie v ohodnoteni, v F, {}.
Z predpokladu, Ze z {} vyplyva X, potom
mame, Ze v F, X. Na zdklade tohto ziste-
nia a preto, Ze v bolo I'ubovolné, mozeme

© Najprv si uvedomime, ako st definované
pojmy, ktoré sa v tvrdeni vyskytuji. Tym si vy-
jasnime, ¢o vlastne predpokladame a ¢o doka-
zujeme.

© Ked mame dokazat, Ze vietky objekty ne-
jakého typu (ohodnotenia) maju nejaku vlast-
nost (je v nich pravdiva X), zoberieme si hoci-
jaky taky objekt a ukazeme, Ze ked poctivo pre-
skiimame vsetky moznosti, ktoré mézu nastat,
tento objekt bude vzdy mat pozadovanu vlast-
nost.

konstatovat, Ze X je pravdivad v kaZdom ohodnoteni v, teda X je tautoldgia, ¢o bolo treba

dokazat.

(<) Nech X je lubovolna formula. Predpokladajme, Ze X je tautolégia, teda Ze (podla de-
finicie tautolégie) X je pravdivd vo vSetkych ohodnoteniach. Chceme dokazat,

Ze potom {} F, X teda, Ze (podlia de-
finicie vyplyvania) vo vSetkych ohodnote-
niach, v ktorych je pravdiva {}, je pravdiva
aj X.

Zoberme teda I'ubovolné ohodnotenie v.
Predpokladajme, Ze v F, {}, a ukdZme, Ze
v F, X. To vSak mame priamo z predpo-
kladu, Ze X je tautoldgia. Teda zovSeobec-
niujeme, Ze vkazdom ohodnoteni, v ktorom

Q Jasnejsia formulacia tvrdenia ,Vo vsetkych
ohodnoteniach, v ktorych je pravdivd {3}, je prav-
divd aj X," je ,Pre vsetky ohodnotenia v, ak v F,
{}, tak v F, X*“. Ide opét o vSeobecne kvanti-
fikovanu implikaciu. Postup na jej dokaz bude
teda: Zobrat lubovolny objekt pozadovaného
typu, predpokladat antecedent a dokazat kon-
zekvent.

je pravdiva {}, je pravdiva aj X, teda z {} vyplyva X, ¢o bolo treba dokazat.
Dokéazanim tvrdeni (=) a (<) sme dokazali tvrdenie@}

Q

v/ Pri dékazoch inych tvrdeni mozno budete navyse potrebovat techniku rozboru pripadov,

ktort sme na prednaske poutzili pri dokaze prvej ekvivalencie z vety 4.11 a tvrdenia 4.14c)(<).

Dokéime alebo vyvratme: Ak T £, X, tak T ¥, X.
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©  Pokisme sa tvrdenie dokazat. Je to implikécia, takze predpokladame pravdivost jej ante-
cedentu (lavej strany) a snazime sa ukazat pravdivost konzekventu (pravej strany).

Predpokladajme, Ze T =, =X. Nasim ciefom je dokazat, Ze potom T ¥, X.

Uvedomime si definiciu vyplyvania a aplikujeme ju na nas pripad:

Podla predpokladu v kazdom ohodnoteni v, v ktorom je pravdiva T, je pravdiva aj =X. Mame
dokazat, Ze nie je pravda, Ze v kazdom ohodnoteni v, v ktorom je pravdiva T, je pravdiva aj X.
To znamena3, Ze musime najst nejaké ohodnotenie v, v ktorom je T pravdiva, ale X nepravdiva.

Zda sa, Ze s najdenim ohodnotenia by ndm mohol poméct nasledujlci rozbor pripadov.

Pre kazdu tedriu su dve moznosti: bud' existuje ohodnotenie, v ktorom je pravdiva, alebo
také ohodnotenie neexistuje.

o Ak existuje v, v ktorom je T pravdiva, tak podla predpokladu v I=p -X,atedav lfp X.
V tomto pripade teda existuje ohodnotenie, v ktorom je T pravdiva, ale X nepravdiva.

o Ak neexistuje v, v ktorom je T pravdiva, tak neexistuje ani ohodnotenie, v ktorom je
T pravdiva a navyse X nepravdiva. Pozadovany ciel v tomto pripade nie je mozné do-
siahnut.

Situaciu by este mohlo zachranit, keby pripad ,neexistuje v, v ktorom je T pravdiva“
nemohol nastat, lebo je v spore s nejakym predchadzajicim predpokladom. To vsak nie
je pravda, ¢o dokazeme najdenim konkrétnej tedrie T a formuly X, pre ktoré su predpo-
klady pravdivé, ale zaver nie.

Zoberme jazyk £ s C, = {a}a P, = {p}, teériu T = {(p(a) A ~p(a))} a formulu X = p(a).
T je nesplnitelnd, a preto trividlne plati, Ze z T vyplyva =X (pretoZe pre kazdé ohodnotenie v
je implikacia ,,ak v F, T, tak v F, =X* pravdivd, pretoZe jej antecedent je nepravdivy).
Zaroven ale Ziadne ohodnotenie nem4 vlastnost, Ze je v iiom T pravdivd a X nepravdiva.

Konstatujeme teda, Ze tvrdenie[c) neplati. Vyssie uvedena tedria a formula tvoria jeden
z jeho kontraprikladov.

[H_}]Dokéime alebo vyvratme: Ak T ¥, X, tak T F, —X.

Q Predpokladajme, ze T ¥, X, azistime, ¢&i T F, —X. Podla predpokladu existuje nejaké
ohodnotenie v, pre ktoré plati v I=p T, alev pr X. Mame dokazat, Ze potom pre kazdé ohod-
notenie w plati, ze ak w F, T, tak w F,, =X.

Zoberme teda lubovolné ohodnotenie w a predpokladajme, ze w F, T. Ak w = v, tak w ¥,
X, atedaw F, =X. Ak v8ak w # v, tito uvahu uplatnit nemézeme. Nie je tazké si uvedomit,
Ze predpoklad tvrdenia a tento pripad vieme dosiahnut pre konkrétne T, X a ohodnotenie v,
pricom vsak v nejakom inom ohodnoteni budu T aj X pravdivé, a teda =X nepravdivé.

Mame teda dévod sa domnievat, Ze tvrdenie neplati. Potvrdime to najdenim konkrétneho
kontraprikladu.
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Zoberme jazyk £ s €, = {a,b}a P, = {p}, tedriu T = {p(a)} a formulu X = p(b). Potom
T ¥, X, lebo pre ohodnotenie v = {p(a) + ¢,p(b) = f}madmev F, T av ¥, X. Zaroveti
pre ohodnotenie w = {p(a) - £,p(b) = t} méme w F, Taw F, X, teda w ¥, —X. Preto
T ¥, —=X. Nagli sme kontrapriklad, takze tvrdenieneplati. s
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5 Dokazy a vyrokovologické tabla

5.1 Vyplyvanie a tautolégie v tablach

5.1.1 Priklad. (Smullyan [6]) Na policiu predviedli troch podozrivych Adamsovu,
Millsa a Doylea. Poc¢as vySetrovania sa zistilo:

1. Doyle je vinny, ak je Adamsova vinnd a Mills nevinny.

2. Doyle nikdy nepracuje sam.

3. Adamsova nikdy nepracuje s Doyleom.

4. Do pripadu nie je zapleteny nikto okrem Adamsovej, Millsa a Doylea a aspori
jeden z nich je vinny.

Je na zaklade tychto skutoc¢nosti Mills urcite vinny?
Ulohu rieste pomocou tablového kalkulu. Dokaz vyplyvania formuly prelozte
do slovenciny.
Riesenie. Na zodpovedanie otazky musime vyriesit dva logické problémy:
i. Vyplyva tvrdenie Mills je vinny zo zisteni 1-4?
ii. Su tieto zistenia splnitelné?
Druhy problém musime vyriesit, pretoZe na zéklade nesplnitenych informdcii nemoéZeme
niekoho obvinit.
Oba neformélne logické problémy vyrieSime pomocou ich formalizacie vo vyrokovolo-
gickej Casti logiky prvého radu, ktord na tento ucel postacuje.
Pri formalizacii sme v tlohe rozpoznali tri atomické formuly vinny(Mills), vinny(Doyle)
a vinny(Adamsova) v jazyku £, kde P, = {vinny} a €, = {Mills, Doyle, Adamsova}. Pre
lepSiu Citatelnost rieSenia si jednotlivé atomické formuly pomenujeme nasledovne: M =
vinny(Mills), D = vinny(Doyle) a A = vinny(Adamsova).
Zistenia a) — d) sme sformalizovali do nasledovnej tedrie:
((AA-M) - D)),
(D - (AVM)),
(A - —D),
(Av(M v D))
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Dokazované tvrdenie sformalizujeme atomickou formulou M. To, Ze dokazované tvrdenie
zodpoveda atomickej formule, samozrejme, nie je pravidlo.

Na to, aby sme dokézali Millsovu vinu na zaklade teérie T, potrebujeme najprv overit,
¢i je splnitelna. Na to postacuje najst hocijaky model teérie T, teda také ohodnotenie v,
Ze v F, T. Lahko si overime, Ze takymto modelom je napriklad v = {vinny(Mills) ~ t,
vinny(Doyle) — f,vinny(Adamsova) — f}.

© Neskor budeme na overovanie splnitelnosti tedrie vyuzivat iné, formalne metédy.

To, Ze formula M, t.j. vinny(Mills), vyplyva z teérie T (teda T =, M, resp. T k=, vinny(Mills)),
sa pokusime dokazat ndjdenim uzavretého tabla pre mnozinu oznacenych formul T;, =
{T((AA-M) - D)), T(D » (AVM)), T(A - D), T(AvV (M v D)),F M}.

LT(AA-M) D) T}
2T = (AVM) T

3.T(A - D) T,
4. T(Av(MvVD) Ty
5.FM Ty

e.TA;ﬂ 15.T(MvD)

7.FA

8. T-D 16. TM 17.TD
7 P> : 18.FD @

19.T(AVM)
10. F(A A M) 14, TD + [17]19]
11. FA 40| 12. F-m g0 g i
xlo]11] 13. T™M  a

2. FaAd [22.T-D 4
x 2o[21) 23. FD

Podarilo sa nim zostrojit uzavreté tablo pre mnozinu T, a teda podla dosledku|5.18 vety
o korektnosti tablového kalkulu sme dokézali, Zze T k=, vinny(Mills).

Teda tvrdenie, Ze Mills je vinny vyplyva zo zisteni 1-4. PretoZe zaroven vieme, Ze tieto
zistenia su splnitel'né, policia na ich zaklade moZe usudit, Ze Mills je urcite vinny.

NapiSme teraz s pomocou tohto tabla slovny dokaz toho, Ze zo zisteni a) — d) vyplyva, Ze
Mills je vinny.

© Tablo sa da priamociaro &itat ako dékaz sporom, aj ked'toto ¢itanie méze posobit ,umelo”
(vid' nizsie). Pre lepsiu orientaciu v dokaze v zatvorkach uvadzame cisla uzlov tabla, ktoré zod-
povedaju prave vyjadrenej Gvahe.

Dokaz (sporom). Predpokladajme, Ze zistenia 1-4 st pravdivé (1-4) , ale Mills je nevinny (5) .
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Podla d) vieme, Ze aspori jeden z trojice
Adamsov4, Mills, Doyle je vinny — presku-
mame teda vSetky tri mozZnosti:

Moznost, Ze je vinny Mills (16) je v spore
s predpokladom.

V pripade, Ze je vinnd Adamsova (6),
podla c) nie je vinny Doyle (7, 8, 9) . Podla
tvrdenia a) v§ak potom nemoze byt pravda,
Ze je vinnd Adamsova a Mills nevinny (10,
14). To znamend, Ze bud nie je Adam-
sovd vinna (11), ¢o je spor s predpo-
kladom tohto pripadu, alebo nie je Mills
nevinny (12) , teda Mills je vinny (13) , ¢o je

© Pouzitie pravidla 8 na disjunkciu zvycajne

Citame ako rozbor moznych pripadov. Via-
cero pouZiti pravidla 8 na vnorené disjunkcie
(napr. (A vV (M V D))) spajame v slovhom doé-
kaze do jedného rozboru.

© Pouzitie pravidla 8 na implikaciu, pri kto-
rom sa hned uzavrie lava vetva, sa da Citat ako
modus ponens: ,Pretoze ak X, tak Y, a plati X,
plati aj Y.“ V tomto dokaze sa hodi pri implika-
cidch b) a ).

Ked'sa pravidlo § pouzije na implikaciu a hned
sa uzavrie prava vetva, mozeme ho citat ako

spor s predpokladom celého dokazu.

Ostala ndm poslednd moznost — Doyle
je vinny (17) . Podla tvrdenia b) je potom
vinnd Adamsova alebo Mills (18, 19) . Vina Millsa (24) je vSak v spore s ivodnym predpo-
kladom. V pripade viny Adamsovej (20) musime na zdklade tvrdenia c) uvazovat nevinu
Doyla (21, 22), ¢o je tiez spor.

Preskuimali sme vSetky mozZnosti, akymi by zistenia a) — d) mohli byt pravdivé, ale Mills
by bol nevinny. Ziadna z nich nemoéze nastat, pretoZe viedla k sporu. Preto Mills je vinny,
ak su pravdivé a) — d). Millsova vina teda vyplyva z teorie tvorenej zisteniami a) — d). []

modus tolens: ,Pretoze ak X, tak Y, a neplati Y,
neplati ani X.“ To sa hodi pre implikaciu a).

©Q  Predchadzajtci dékaz sporom pdsobil ,umelo®. ,Skuto¢né* dékazy sporom z negacie do-
kazovaného tvrdenia odvodia nejaké dosledky a az o nich ukazu, Ze su v spore s dosledkami
predpokladov. My sme v3ak predpoklad dékazu sporom (Mills je nevinny) pouzili vzdy iba vo
chvili, ked sme Gvahou dospeli k opacnému tvrdeniu (Mills je vinny).

Nase tablo je preto ,prirodzenejsie“ ¢itat ako priamy dékaz. Formulu M oznacenl znamien-
kom F chapeme ako ciel, ktory chceme dokazat. Formuly oznacené znamienkom T stale cha-
peme ako predpoklady.

Dékaz (priamy). Predpokladajme, Ze zistenia a) — d) st pravdivé (1-4) . Dokdzme, Ze Mills
je vinny (5) . Podla tvrdenia d) je vinny niekto z podozrivych Adamsova, Mills, alebo Do-
yle. V pripade, Ze je vinny Mills (16) , dokazované tvrdenie trividlne plati. Rozoberme teda
zvy$né dva pripady:

Prepokladajme najprv, Ze je vinnd Adamsova (6) . Podl'a c) teda nie je vinny Doyle (7,8, 9) .
Preto podla a) nie je pravda, Ze Adamsov4 je vinna a Mills je nevinny (10, 14) . Teda Adam-
sova nie je vinna alebo Mills nie je nevinny. Prvii moznost (11) vylucuje predpoklad tohto
pripadu. Ostava teda druhd moznost (12) , ¢ize Mills je vinny (13) .

Teraz predpokladajme, Ze je vinny Doyle (17) . Podl'a b) je vinnd Adamsové alebo je vinny
Mills (19) . Keby bola vinnd Adamsova (20) , podla c) by bol Doyle nevinny (21, 22), ¢o
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je v8ak v spore s predpokladom tohto pripadu. Preto opét ostava iba moznost, ze Mills je
vinny (24) .

Z predpokladu pravdivosti zisteni a) — d) sme teda vo v8etkych moznych pripadoch do-
speli k tomu, Ze Mills je vinny, ¢o bolo treba dokazat. O

Q V pripade priameho dokazu je eéte jedna moznost (okrem vyssie uvedenych), ako &itat
pouzitie pravidla 8 na implikaciu T(X — Y) — nahradenie doterajsieho ciela jeho postacujicou
podmienkou: ,PretoZe ak X, tak Y, a mame dokazat' Y, postaci dokazat X.“

Ked naopak dokazujeme implikaciu, teda tablo obsahuje oznacent formulu F(X — Y), zvy-
¢ajne na nu aplikujeme pravidla a s dosledkami TX a FY. Obvyklé citanie tychto krokov je:
,Chceme dokazat, Ze ak X, tak Y. Predpokladajme teda X a dokdZzme Y.“

Pri naSom dokaze sa sice tieto situacie nevyskytli, ale najdu vyuZitie napriklad pri ¢itani tabiel
v inych tlohach. b

5.1.2 Dokaézte, ze T F X, pricom T = {A;, ..., A;}a T je splnitelna, kde:
(A;) (kino(Fero, Anka) Vv (pocuva(Fero, PinkFloyd) V hra(Fero, FerovaPS)))
(A,) (kapela(PinkFloyd) A hraciaKonzola(FerovaPS))
(A3) (—frustrovany(Fero) — kino(Fero, Anka))
(Ay) (frustrovany(Fero) — (pocuva(Fero, PinkFloyd) Vv hra(Fero, FerovaPS)))
(As) —|(kino(Fero, Anka) A (pocuva(Fero, PinkFloyd) A hra(Fero, FerovaPS)))
(Ag) (hra(Fero, FerovaPS) — pocuva(Fero, PinkFloyd))
(A7) (pocuva(Fero, PinkFloyd) — —frustrovany(Fero))
vyrokovologicky vyplyva formula:

(X) (=hra(Fero, FerovaPS) — kino(Fero, Anka))

Prelozte tedriu, formulu aj dokaz jej vyplyvania do slovenciny. Premyslite si, preco
je formula logickym désledkom, a snazte sa zostrojit tablo tak, aby zodpovedalo
vaSmu zdovodneniu.

5.1.3 Dokazte, Ze z tedrie T = {A4, ..., As}, kde:

(A;) (mam(dazdnik, den) — —prsi(den))

(A,) (mokry(cesta,den) — (prsi(den) Vv preslo(umyvacieAuto, cesta, den)))
(A3) (vikend(den) — —preslo(umyvacieAuto, cesta, den))

(Ay) ((utorok(den) — idemElektrickou(den))
A ((~utorok(den) A —vikend(den)) — —idemElektrickou(den)))
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(As) (idemElektrickou(den) — —mam(dazdnik, den))
vyrokovologicky vyplyva
(X) ((mam(dazdnik, den) A mokry(cesta, den)) — —vikend(den))

PreloZte tedriu, formulu aj dokaz jej vyplyvania do slovenciny. Premyslite si, preco
je formula logickym dosledkom, a snaZte sa zostrojit tablo tak, aby zodpovedalo
va$mu zd6vodneniu.

5.1.4 Dokazte, ze z tvrdeni:
(A;) Vianoc¢ny darcek kupil otec alebo ho ktpila mama.

(A,) Darcek kupil otec a Ondrej je Stastny, len ak to bude spolo¢ny daréek s Han-
kou a aj ona je Stastna.

(A3) Urcite sa nestane, aby ani Ondrej ani Hanka neboli §tastni.
(A,) Otec neznasa nakupovanie, takze sa z toho vzdy vyvlecie.
vyplyva tvrdenie:

(X) Ak by bol Ondrej $tastny, iba ak by darcek kupil otec, tak nakupovala mama
a Hanka je Stastna.

Tvrdenia sformalizujte v jazyku s P, = {kapil?, $tastny’}, dokazte vyplyvanie tab-
lom a dokaz prepiSte do ¢o najprirodzenejSej slovenskej formy.

5.1.5 O trojici deti sme sa dozvedeli tieto informacie:
1. Janko sa hré s autickom alebo s babikou.

2. Ak by to, Ze sa nehré s autickom znamenalo, Ze sa hra s babikou, tak sa urcite
nehra s vlacikom.

3. Misko, ak sa hra s auti¢kom alebo s vlac¢ikom, je Stastny.
4. Hanka je $tastna, ak je aspor jeden z chlapcov $tastny.

Je na zéklade tychto informacii isté, Ze ak sa Janko nehrd svidacikom, len ak sa s nim
hrd Misko, tak st Misko aj Hanka Stastni?

Na zodpovedanie otazky tvrdenia sformalizujte vo vhodne zvolenom jazyku vy-
rokovologickej ¢asti logiky prvého radu a vyuZite tablo.

1. Na rozdiel od uloh a v tejto odpovedate na neformalnu otazku. Preto potre-
bujete overit splnitelnost.
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1. Vyroky formalizujte verne, zachovajte ich spojky, nevyuzivajte ekvivalentné Upravy. Vy-
brali sme ich tak, aby vdam umoznili precvicit si tablové pravidla pre rézne spojky s réznymi
znamienkami.

©  Vase tablo by malo mat najviac 28 uzlov.

5.1.6 Predmet mdze Student tspedne absolvovat iba vtedy, ked odovzda doméce
ulohy a tispesne absolvuje (spravi) riadny alebo ndhradny test. Nadhradny test m6zu
pisat iba ti, o boli chori, ale kedZe byva lahky, tak ho aj hned spravia (teda iba
chori mohli spravit ndhradny test). Riadny test spravia iba ti, ktori sa ucili alebo
asponi riesili doméce ulohy. Studenti, ktori odovzdali doméce tilohy, ich bud riesili
alebo odpisali. Odpisuju ich ale iba flakaci, ¢o sa neucia.

Dokazte v tablovom kalkule, Ze ak som predmet ispeSne absolvoval a nebol som
pri tom chory, musel som riesit domace ulohy.

5.1.7 Pomocou tablového kalkulu vyrieSte nasledujuce ulohy:

a) Ked Katka nakresli obrazok, je na iom bud macka alebo pes. Obrazok macky
Katkin pes vZdy hned roztrha. Ak jej pes roztrha obrazok, Katka je smutna.
Dokazte, ze ak Katka nakreslila obrazok a je Stastna (nie je smutnd), tak na
jej obrazku je pes.

b) Bez prace nie su kolace. Ak niekto nema ani kolace, ani chleba, tak bude
hladny. Na chlieb treba muku.

Dokézte, Ze ak niekto nema muku a je najedeny (nie je hladny), tak pracoval.

c) Bez oblakov niet dazd'a (ak nie st oblaky, nemoze prsat). AK je cesta mokr4,
tak prsi alebo préave pre§lo umyvacie auto. Umyvacie autd nechodia v sobotu
(ak je sobota, tak umyvacie autd nechodia).

Dokazte, Ze ak je sobota a je mokr4 cesta, tak je obla¢no.

5.1.8 (Smullyan [6]) InSpektor Nick Fishtrawn zaistil podozrivych Browna, Smitha,
Taylora a McDonnalda, pri¢om zistil, Ze:

(A;) Brown a Smith sa sucasne vinni, iba ak je Taylor ich spolupachatelom.

(A,) Ak je Brown vinny, tak asponl jeden z Smith, Taylor je jeho spolupachatelom.
(A3) Taylor nikdy nepracuje bez McDonnalda.

(A4) McDonnald je vinny, ak je Brown nevinny.

Dokézte pomocou tablového kalkulu, Ze z tychto skuto¢nosti vyplyvaju nasledu-
juce tvrdenia (X) a (Y).
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(X) Ak je Taylor nevinny, tak je nevinny aj Brown.

(Y) McDonnald je vinny.
5.1.9 Priklad. Dokéazte v tablovom kalkule, Ze pre I'ubovol'né formuly A, B v Iubo-
volnom jazyku vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu je formula
(mA - -B) & (B — A))
tautoldgiou.
Riesenie.
© Na zaciatok je dobré si uvedomit, Ze tablo pre mnozinu ozna¢enych formul mézeme kon-

Struovat aj bez toho, aby sme poznali vsetky ich detaily, teda v nasom pripade podformuly A
aB.

Zoberme I'ubovol'né formuly A a B. Aby sme dokézali, Ze formula ((mA - -B) & (B —
A)) je tautoldgia, staci zistit, ¢i je mnoZina S* = {F((-A —» —B) «< (B — A))} nesplnitelna.
Podla tvrdenia|5.17 z prednasky na to postacuje najst pre S* uzavreté tablo.

@ Pre formuly (X < Y) nemame ani nepotrebujeme $pecialne tablové pravidla, pretoze
sme < zadefinovali ako skratku. S formulou (X < Y) pracujeme rovnako ako s konjunkciou
(X > YVAY - X))

1. F(rFA->-B)oB->A4) St

2. F((mA - -B)—- (B— A)) 11. F(B - A) - (A - -B))
3. T(-A — -B) 12. T(B = A)
4 F(B— A) 13. F(=A — =B)
5. TB 14. T-A
6. FA 15. F-B
16. FA
7. 9. T-B f3 17. TB
8. 10. FB A9
x |§ 18. FB
*

Nasli sme uzavreté tablo pre mnozinu St = {F((-A — —B) < (B — A))}, ktora je teda
nesplnitelnd, a preto ((mA — —B) « (B — A)) je tautologia. s
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5.1.10 Nech A, B a C st lubovolné formuly vI'ubovolnom jazyku vyrokovologickej
Casti logiky prvého radu. Dokézte v tablovom kalkule, Ze nasledujiace formuly st
tautologie:

a)

b)

Zakladné tautologie
Medzi zdkladné zakony vyrokovej aj prvoradovej logiky patria princip vylii-
Cenie tretieho (formula je pravdiva alebo nepravdiva, tretia moznost nie je)
a princip bezospornosti (A a 7A nemo6zu byt sucasne pravdivé). Vyjadruju ich
prvé dve z nasledujtcich tautolégii. ZvySné dve st jednoduché fakty o impli-
kacii a ekvivalencii.
i. (Av-A)

ii. 2(AA-A)

iii. (A - A)

iv. (Ao A)
Vlastnosti implikdcie
V niektorych formalnych dokazovacich systémoch sa ako jedna zo zaklad-
nych vlastnosti pouZiva prva tautolégia z nasledujucej skupiny, ktord hovori,
ze ak A implikuje aj (B — C) aj B, tak implikuje aj C. SlabSou formou tejto
vlastnosti druh tautologia - tranzitivita implikdcie (alebo tiez zakon hypote-
tického sylogizmu).

i ((A - B->0C)»(A->B->U-> C)))

ii. ((AW->B)AB-C0)—(A-0))
Nie celkom zrejma tautologia iii. sa nazyva Peircov zdkon. V niektorych for-
malnych systémoch moze sluzit ako ndhrada zdkona vylucenia tretieho. Tau-
toldgia iv. je komplikovanejSou verziou tohto zakona.

iii. ((((A —-B)—> A) > A))

iv. ((C - A) > (((A —-B)—>C)— A))
Princip dékazu sporom a zdkon Dunsa Scota
Prva z nasledujucich tautologii je zdkladom principu dékazu sporom (ak —A
implikuje B, tak ak je pravdivé B, musi byt pravdivé A). Druhi je jej slabSou
varidciou.

i. (FA—> -B)—> (B - A))

ii. (((A—- B)A(A - —B)) > nA))
Tretej tautologii sa hovori zdkon Dunsa Scota a d4 sa chéapat ako ,,z nemoz-
ného vyplyva ¢okolvek“ - za predpokladu —A je implikacia s antecedentom A
(ktory nemoze byt pravdivy) pravdiva bez ohl'adu na to, aky je konzekvent B.
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d)

e)

f)

g

iii. (A - (A — B))
Modus ponens, modus tolens a elimindcia ekvivalencie

Tieto tautoldgie vyjadruju zndme pravidla modus ponens a modus tolens na
odvodzovanie dosledkov implikéacie.

i. ((AW—>B)AA)—B)
ii. (((A— B)A-B) - -A)
Analogickym pravidldm pre ekvivalenciu sa hovori elimindcia ekvivalencie.
i. (Ao B)AA)—B)
ii. (A< B)AB)— A)
iii. (((A < B)A-A)— —B)
iv. (((A < B)A-B) - -A)
Introdukcie
Nasledujuce tautologie vyjadruja postacujuce podmienky pre pravdivost for-
mul s jednotlivymi bindrnymi spojkami.
i. (A—> (B— (AAB)))
ii. (A—->(AVB))
iii. (A - (B— A))
Eliminacie
Na nasledujuce tautolégie sa dd pozerat ako na nutné a postatujuce pod-
mienky toho, Ze C je logickym dosledkom formuly tvorenej bindrnou spojkou.
Napriklad prostredné tautologia vyjadruje, Ze C je dosledkom disjunkcie vtt,

ked je dosledkom kazdého s disjunktov. Hovori sa im aj elimindcie (na pravej
strane sa uz binarna spojka z antecedentu nevyskytuje).

i (((A/\B) ->C)oA->B-> C)))

ii. ((AVB)—C)) e (A—C)A(B—C)))
iii. ((A>B)>C)<(mA->C)A(B-0)))
Vlastnosti ekvivalencie
Ekvivalencia je tranzitivna, podobne ako implikacia.

i. (AeBABC)—(A-0)
Disjunkciu aj implikaciu je mozné distribuovat do (a vymat z) ekvivalencie.
Co je prekvapivejsie, implikacia sa do vnutra ekvivalencie d4 distribuovat ako
konjunkcia.

ii. (AV(B <)< (AVB)« (VD)
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iii. ((A > Be(0)o(A->BoA- C)))
iv. (A— (Bo ()< (AAB) < (AAQ))
Exkluzivna disjunkcia (XOR) je ekvivalentna s negaciou ekvivalencie, o ¢om
nés presvied¢aju nasledujuce tautolégie.
v. (7(A < B) © ((AVB)A-(AAB)))
vi. (=(A < B) < ((AA-B)V(=AAB)))
5.1.11 Nech A, B a C st lubovolné formuly v 'ubovolnom jazyku vyrokovologickej
¢asti logiky prvého radu £. Dokazte ekvivalentnost dvojic formul z prikladu 4.2.2]

v tablovom kalkule. Teda pre kazdt dvojicu X <, Y z prikladu[4.2.2]dokazte tab-
lom, Ze (X < Y) je tautolégia.

5.2 Splnitelnost, falzifikovatelhost a nesplnitelnost
v tablach
5.2.1 O nasledujucich formulach v jazyku £, kde P, = {pl,q%,rl,sl}aC; = {c}

rozhodnite pomocou tablového kalkulu, ¢i st splnitelné, nesplnitelné, tautoldgie,
alebo falzifikovatel'né. Pri kazdej formule sa vyjadrite ku v§etkym 4 vlastnostiam.

X1) ((p(c) = a(e)) v (ma(c) — r(c)))

(X2) (((p(c) = r(c)) — p(c)) — p(c))

(X3) ((s(c) v r(e)) = (=p(c) A (=s(c) = r(c)))

(X4) ((p(c) = r(c)) A =(r(c) v =p(c)))

(Xs) ((p(c) = (p(c) Vv r(c)) = =(=p(c) V (p(c) V r(c))))

(X6) (=((p(c) v r(c)) = s(c)) « ((=p(c) A=r(c)) As(c)))

(X7) (=((p(c) v r(c)) = s(c)) « ((p(c) Ar(c)) A=s(c)))

(Xs) (((p() = s(€)) A (r(c) = () A ~((p(c) V r(c)) = s(c))),

(X9) (((=p(c) = (p(&) Aa(e)) V ((p(c) A a(c)) A=q(c))) V ((p(c) = s(c)) v ~p(c)))

Riesenie. (X,) Preverovanie vlastnosti formuly X; = ((p(c) — q(c))Vv(a(c) — r(c))) zatneme
tym, Ze sa pokusime dokazat, Ze je tautoldgia, podobne ako v 1’110he Pokusime sa teda
uzavriet tablo pre ST = {F((p(c) = a(c))Vv(a(c) — r(c)))}. Ak tablo uzavrieme v kazdej vetve,
formula je tautologia. Naopak, ak ndjdeme aspori jednu tiplnti a otvorenu vetvu, vieme z nej
vycitat ohodnotenie, v ktorom formula nie je pravdiva:
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F((p(c) = a(c)) v (a(c) = r(c))) S*
F(p(c) = a(c))
F(=q(c) — r(c))
Tp(c)

Fa(c)

T-q(c)

Fr(c)

N o ow» kv
WHIWINDINI=I =

Toto tablo m4 sice iba jednu vetvu, ale t4 je uplna (vid definicia 5.24 z prednasky), ale nie
je uzavreta (teda je otvorend). Formula X, teda nie je tautoldgia, lebo z tGplnej a otvorenej
vetvy konciacej v liste 7 moZeme skonstruovat ohodnotenia v; = {p(c) — t,q(c) » f,
r(c) » f,s(c) » flav, = {p(c) ~ t,q(c) — f,r(c) — f,s(c) — t}, v ktorych je nasa
formula nepravdiva. Formula X, teda je falzifikovatel'nd.

Dalej potrebujeme este preverit, ¢i existuje aj nejaké ohodnotenie, v ktorom je formula
pravdiva, (teda ¢i je splnitelnd) alebo také ohodnotenie neexistuje (a teda formula je nesplni-
tel'nd). Aby sme to zistili, poktisime sa v table pre mnozinu S* = {T((p(c) = q(c)) v (q(c) -
r(c)))}, ndjst asponi jednu uplnu otvorenu vetvu, alebo naopak toto tablo uzavriet:

1. T((p(c) = a(e) Vv (a(c) = r(c))) S*

2. T ~ o) 5. T(9(0) = 1(©)

3. Fp(o) 4. Tq(c)

Tablo sme ani nemuseli dokoncit, pretoZe po aplikovani dvoch 3-pravidiel (najprv pre dis-
junkciu, a potom pre implik4ciu na l'avej strane) sme nasli hned dve otvorené a Gplné vetvy
(slistami 3 a 4). Z nich vieme vy¢itat, Ze vo vSetkych ohodnoteniach v, pre ktoré v(p(c)) = f
alebo v(q(c)) = t, je formula X, pravdiva. Konkrétne je napriklad podla vetvy s listom 3
pravdiva v ohodnoteni v, = {p(c) = f,q(c) ~ f,r(c) — f,s(c) — f}. Formula X, teda je
splnitel'nd a nie je nesplnitel'nd. Tym sme zodpovedali vSetky otdzky zo zadania. s

Q  Pokial'sa nam podari spravne uhadnut, Ze je formula X tautoldgia, postaéi, ak urobime tablo
pre {F X} a vietky vetvy sa ndm podari uzavriet. KedzZe tym dokazeme, Ze formula je pravdiva
vo vsetkych ohodnoteniach, nie je uz potrebné hladat nejaké konkrétne — formula je splnitelna
(je pravdiva napriklad v ohodnoteni, kde st vSetky atémy nepravdivé), nie je falzifikovatelna ani
nesplnitelna.

Podobne, ak sa nam zd3, Ze je formula nesplnitelnd, mézeme zacat tablom pre {T X}. Ak
sa nam ho podari uzavriet, nemusime uz robit tablo pre {F X}. Vieme, ze X je nepravdiva vo

vsetkych ohodnoteniach, teda je falzifikovatelna, nie je splnitelna ani tautoloégia.
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1. Studenti sa ob¢as pokusaju vyjadrovat k viastnostiam formuly na zaklade uzavretych ve-
tiev v Uplnych, ale otvorenych tabldch. Samotna uzavreta vetva ndm vsak neposkytuje Ziadne
informdcie, lebo nezodpoveda ziadnemu ohodnoteniu. Keby zodpovedala, nejaka formula by
v tomto ohodnoteni musela byt sti¢asne pravdiva aj nepravdiva, ¢o nie je mozZné.

Q Zavery teda mozeme vyvodzovat iba z dvoch stavov tabla:

» Tablo je uzavreté, t.j. vsetky vetvy st uzavreté. Potom je mnoZina oznacenych formul,
pre ktort sme tablo vytvorili, nesplnitelna.

» Tablo obsahuje otvorenu a tiplnt vetvu. Potom je mnozina, pre ktort sme tablo vytvorili,
splnitelna. Z vetvy mdézeme urcit aspon jedno ohodnotenie, v ktorom je pravdiva.
Specialny pripad tejto moznosti je, Ze je otvorené a Uplné celé tablo (vetky vetvy su
Uplné alebo uzavreté, niektora je otvorend). Vtedy mdzeme z vetiev urcit postupne

vsetky ohodnotenia, v ktorych je mnozina oznacenych formul, pre ktord sme tablo vy-
tvorili, pravdiva.

5.2.2 Pomocou tablového kalkulu najdite aspoii dve ohodnotenia predikatovych
atomov, v ktorych st pravdivé nasledujuce teérie v jazyku £, kde P, = {p,r,s}
a C; = {a, c}. Vyznacte Cast tabla, ktord dokazuje vasu odpoved a zddvodnite ju.

T1 = {(p@@) - (r(c) v s(c))), (p(a) v r(c))},
T, = {((r(c) As(c)) — p(a)), (p(a) V r(c)},
T3 = {(p(a) = (r(c) v s(c))), (=r(c) v ()}

5.2.3 Priklad. (Smullyan [6]) Pripomeiime si pripad lupeze v klenotnictve z ulohy[5.1.1}
Na policiu predviedli troch podozrivych Adamsovu, Millsa a Doylea. Pocas vySet-
rovania sa zistilo:

a) Doyle je vinny, ak je Adamsova vinna a Mills nevinny.
b) Doyle nikdy nepracuje sam.
¢) Adamsova nikdy nepracuje s Doyleom.

d) Do pripadu nie je zapleteny nikto okrem Adamsovej, Millsa a Doylea a aspo1i
jeden z nich je vinny.

Pomocou tablového kalkulu rozhodnite, kto z podozrivych je vinny, kto nevinny,
a o koho vine alebo nevine nemoZzno rozhodnut. Svoje zavery slovne zdovodnite.

Riesenie. NasSim cielom je zistit, ktorého z podozrivych mozno s istotou obvinit, ktory je
urcite nevinny, a vinu ktorého nemdZeme s istotou ani potvrdit ani vyvratit.
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Pri formalizacii sme v tlohe rozpoznali tri atomické formuly vinny(Mills), vinny(Doyle)
avinny(Adamsova) vjazyku £, kde P, = {vinny}a C, = {Mills, Doyle, Adamsova}. Pre lepSiu
Citatelnost rieSenia si jednotlivé atomické formuly oznacime nasledovne: M = vinny(Mills),
D = vinny(Doyle) a A = vinny(Adamsova). Zistenia a)-d) sme sformalizovali do nasledovnej
teorie:

((AA-M) — D)),
(D - (AVM)),
(A - —D),
(Av (M v D))

Ulohu rie§ime tablovym kalkulom.

Aby sme mohli nase logické zavery interpretovat vo svete slovnej tlohy (teda odvodzovat
praktické dosledky), musime najprv preverit, ¢i je T splnitelna. Na to sa v table pre T+ =
{T((AA-M) - D)),T(D - (AV M)), T(A - =D), T(A vV (M Vv D))} pokusime najst aspoil
jednu Gplnu otvorent vetvu:

1. T(AA-M) > D) T+
2.TD—>(AVM) T+
3. T(A - D) T+
4. T(Av(MVD) T+

5. F(AA-M) 6. TD
7. FED 8. T(AVM)
d’ 9. TA 10. T™
11. FA

12.74 44 13. T(M Vv D) ﬁﬂ

guE 4. TM ' 15. TD

Toto sa ndm aj podarilo, kedZe vetvy konciace v 14 a 15 st obe otvorené a uplné. Teda T je
splnitel'na. Na otazku, ktory z obvinenych je ur¢ite vinny ¢i nevinny, moézeme teda zmyslu-
plne odpovedat pomocou vyplyvania.

V rieSeni 1’110hy sme uz dokézali, Ze T F M. PresnejSie, podarilo sa ndm uzavriet
vetky vetvy tabla pre mnozinu Ty, = {T((A A ~M) — D)), T(D — (AV M)),T(A - D),
T(AV (M v D)),FM}. KedZe T je splnitelna tedria, mozeme usudit, Ze Mills je vinny.

O vine, ¢i nevine Adamsovej a Doylea méZeme rozhodntit obdobnym postupom. Pre do-
kaz viny Adamsovej, teda vyplyvania T F A, by sme potrebovali najst uzavreté tablo pre
mnozinu T} = {T((AA-~M) - D)), T(D = (AV M)),T(A - D), T(AV (M v D)),F A},
podobne ako pre dokaz viny Millsa. Ak sa ndm tablo nepodari uzavriet, teda aspori jedna
vetva tabla bude uplna otvorend, Adamsovu obvinit nemdZeme.

To vSak eSte nestaci na rozhodnutie o tom, ¢i je Adamsova urcite nevinna. Na to potrebu-
jeme dokazat, Ze tvrdenie ,,Adamsova je nevinnd“ vyplyva z T, ¢iZze T F —A. Dosiahneme
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to ndjdenim uzavretého tabla pre mnozinu T, = {T((A A =M) — D)), T(D - (AV M)),
T(A — —D), T(AV (M v D)), F-A}.

Ak aj teraz dospejeme k tablu s aspo1i jednou tiplnou otvorenou vetvou, nemodzeme o Adam-
sovej na zaklade nasej konzistentnej teérie T rozhodnut ani to, Ze je nevinnd. Formula A je
potom nezévisla od tedrie T: Z uplnej otvorenej vetvy prvého tabla skonsStruujeme ohodno-
tenie, v ktorom je pravdiva T, ale A je nepravdiva. Z uplnej otvorenej vetvy druhého tabla
skonstruujeme iné ohodnotenie, v ktorom je pravdiva T, ale ~A je nepravdiva, teda A je
pravdivd. Adamsovu vtedy nemoZeme s istotou obvinit, ani si nemozZeme byt isti jej nevi-
nou. Policia v takych pripadoch podozdivych prepusta pre nedostatok dokazov. s

5.2.4 (Smullyan [8]) Pripomerime si pripad bankovej ltipeze z tlohy/[5.1.8} In3pek-
tor Nick Fishtrawn zaistil podozrivych Browna, Smitha, Taylora, a McDonnalda,
pri¢om zistil, Ze:

(A7) Brown a Smith su sti¢asne vinni, iba ak je Taylor ich spolupachatelom.

(A,) Ak je Brown vinny, tak aspori jeden z Smith, Taylor je jeho spolupachatelom.
(A3) Taylor nikdy nepracuje bez McDonnalda.

(A4) McDonnald je vinny, ak je Brown nevinny.

Zistili sme, Ze vinny je McDonnald. Dokézte jeho vinu tablovym kalkulom. Po-
dobne dokazte, Ze Browna nemozno obvinit, ani jeho vinu vyvratit. Svoje zavery
slovne zd6vodnite.

5.2.5 InSpektorka Veszprémiova zistila, Ze ltipez v Budapestianskej zalozni spa-
chal niekto z dvoch podozrivych: Balogh alebo Cucz. In§pektorka vie, Ze Balogh ni-
kdy nepracuje sam. Svedok Nagy vypovedal, Ze Cucz bol v ¢ase lupeZe spolu s nim
v kine Ur4nia na filme Cas sa zastavi.

Koho moze ingpektorka na zéklade tychto informacii obvinit? Ulohu rieste tab-
lovym kalkulom.

5.2.6 (Smullyan [6]) Londynsky obchodnik, pAn McConnor, telefonoval do Scot-
land Yardu, Ze sa stal obetou lupeZe. Detektivi predviedli na vysluch troch podoz-
rivych X, Y, Z a zistili nasledujace fakty:

(A;) Kazdy z podozrivych X, Y, Z bol v McConnorovom obchode v deti lupeze
a nik iny tam v ten deri nebol.

(A,) X vzdy pracuje s prave jednym spolo¢nikom.
(A3) Z nie je vinny alebo je vinny Y.

(A4) Ak suvinni prave dvaja, tak X je jednym z nich.
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(As) Y jevinny, iba ak je vinny aj Z.

Koho m4 inSpektorka Fishcousova obvinit?

5.2.7 (Smullyan [6]) InSpektor Herring so Scotland Yardu predviedol na vysluch
troch podozrivych z prepadnutia taxika: Parkera, Robertsa a Smitha. Na vysluchu
boli zistené nasledujtice skuto€nosti:

(A;) Taxik bol prepadnuty potom, ako bol privolany do hostinca, v ktorom v tom
Case popijali Parker a Roberts. V hostinci bol s nimi uZ len hostinsky Smith.

(A,) Parker je zndmy lupic, vie sa vSak o ilom, Ze ma vzdy komplica.

(A3) Roberts bol v ¢ase incidentu natolko podgurdZeny, Ze nebol pri zmysloch,
a nemohol sa teda na lapeZi podielat.

Pomocou tablového kalkulu zistite o kazdom z podozrivych, ¢i je ho mozné ob-
vinit, ¢i je naopak nevinny, alebo ¢i ho bude musiet in§pektor Herring so $kripa-
jucimi zubami prepustit pre nedostatok dokazov.

5.2.8 (Smullyan [é]) Z lupeze v Milane policia podozrieva tri zndme kriminalnicky:
Aidu P, Biancu D. a Chiaru P. Aida a Chiara su identické dvojicky a malokto ich
dokéaze rozoznat. VSetky podozrivé maju bohaté trestné spisy a policajti dobre po-
znaju ich povahy a zvyky. Konkrétne, dvoji¢ky st dost nesmelé a ziadna by sa neod-
vazila na zatah bez spolupachatela. Bianca D. je naopak velmi odvazna a neznésa
spoliehat sa na komplicov. Niekol'ko svedkov tiez uviedlo, ze v Case ltupeze videli
jednu z dvojiciek v bare v Janove, ale nevie sa, o ktoru z nich islo.

Za predpokladu, Ze nikto okrem podozrivych sa ltipeze nezucastnil, ktoré z nich
st vinné a ktoré nevinné?

5.2.9 Pomocou formalizicie a tablového kalkulu vyrieSte nasledujice problémy
néjdenim dokazu alebo kontraprikladu.

a) Chceme na party pozvat niekoho z trojice Jim, Kim a Sara, bohuzial kazdy
z nich m4 nejaké svoje podmienky: Sdra nepdjde na party, ak pojde Kim. Jim
pojde na party, len ak p6jde Kim. Sara nepdjde bez Jima.

Je pravda, Ze na party pdjde Kim a nepojde Sara?

b) Anka ide do prace autom vZzdy, ked prs$i. Ak neprsi, ide do prace na bicykli.

Ked ide do prace na bicykli, ma cely deti dobru néladu.

Je pravda, Ze ak Anka nejde do prace autom, ma cely defi dobru naladu?
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¢) Ak by metalova kapela nemohla hrat alebo by obcerstvenie nedodali nacas,

silvestrovska oslava by sa musela zrusit a Rudy by zuril. Ak by sa oslava mu-
sela zrusit, organizatori by vratili vstupné. Organizatori vstupné nevratili.
Je pravda, Ze metalova kapela mohla hrat?

5.2.10 Pomocou formalizacie a tablového kalkulu overte spravnost usudkov a ich
zdovodneni, pricom:

ak je usudok chybny, najdite kontrapriklad;
ak je chybné zd6vodnenie, vysvetlite, kde a aké su v iom chyby;

ak je asudok spravny, ale zdovodnenie chybné, napiste podla tablového do-
kazu spravne slovné zddvodnenie.

Pracujte s nasledujicimi usudkami a zdévodneniami. V prvom pripade sme pre-
misy a zdver usudku a jeho zd6évodnenie vyznacili. V druhom pripade sami roz-
poznajte tieto Casti.

a)

b)

Premisy: Do laboratdria sa dostanem, ak si nezabudnem ¢ipovu kartu.
Vzdy, ked si zabudnem ¢ipovu kartu, nemdm ani periazenku.
Zdver: TakZe ak nemam penlaZenku, nedostanem sa do laboratoria.

Zdovodnenie: Je to tak preto, Ze ked nemam periaZzenku, zabudol som si ¢i-
povu kartu, a teda sa nemam ako dostat do laboratéria.

Ak by na protest neprisli desattisice obéanov alebo by boli jeho ti¢astnici ag-
resivni, protest by nebol uspesny a predseda vlady by neodstupil. Ak by boli
ucastnici protestu agresivni, zasiahla by policia. Policia nezasiahla. Preto ak
predseda vlady odstupil, na protest prisli desattisice ob¢anov.

PretoZe policia nezasiahla, G€astnici protestu neboli agresivni. Predpokladaj-
me, Ze predseda vlady odstupil. Protest bol teda uspesny, a preto nan prisli
desattisice ob¢anov alebo jeho ucastnici boli agresivni. UZ sme vSak zistili, Ze
druha moznost nenastala. Preto musi platit prva, teda na protest prisli desat-
tisice ob¢anov, ¢o sme chceli dokazat.

5.2.11 Priklad. Alica a Bonifac si planuju spolo¢ny valentinsky vecer. Rozhoduju
sa, ¢i pojdu na veceru, do kina, do divadla, do wellnessu, alebo do baru. Maja vSak
nasledujuce podmienky:

1.

Alica usudila, Ze ak by §li na veceru a tiez do divadla, wellness by uz urcite
nestihli.
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2. Bonifac zhodnotil, Ze potom ale urcite musia ist do wellnessu, ak nep6jdu na
veceru ani do divadla.

3. Alici sa zd4 divadlo nezlucitel'né s wellnessom.

4. Boniféc trva na tom, Ze aspoin nejaké kulturne podujatie absolvovat musia
(a teda trva na divadle alebo kine).

5. Alica uznala argument o kulture, ale nechce ist do divadla, kedZe by si ne-
stihla kupit vhodné Saty.
Podari sa Alici a Bonifacovi vybrat nejaky program? Aké majui moznosti?
Na otazky odpovedajte pomocou tablového kalkulu. Jasne vyjadrite:
« akému logickému problému zodpoveda vyrieSenie slovnej ulohy,
« ako vaSe tablo alebo tabla tento logicky problém riesia,
« akému rieSeniu slovnej ulohy zodpoveda najdené rieSenie logického prob-
lému.

Riesenie.

Q Na riesenie tejto slovnej ulohy pouzijeme zvy&ajny postup:
i. Sformalizujeme tvrdenia zodpovedajucimi formulami vo vhodnom jazyku.
ii. Urcime logické problémy, ktoré musime vyriesit na zodpovedanie otazok z Glohy.

iii. VyrieSime tieto problémy vhodnymi prostriedkami (v tomto pripade mame pouzit tabla)
a sformulujeme prislusné logické zavery.

iv. Zinterpretujeme logické zavery ako odpovede na otazky zo slovnej tlohy.

Aby bolo jasnejsie, v ktorej faze sa nachadzame, tieto kroky v rieseni vyznacime.

i. Cielom ulohy je zistit, ¢i a ako mo6Zu Alica s Bonificom stravit valentinske rande.
Zvolime si prvoradovy jazyk £, ktory mam umozni sformalizovat ich podmienky bez ne-
podstatnych detailov. Postacia ndm na to mimologické symboly P, = { v_kine!, v_divadle?,
na_veceril, vo_wellness!, v_bare'} a €, = {r}, priCom konstanta r oznacuje Alicino a Bonifa-
covo rande a zamyslany vyznam predikatovych symbolov je:

Predikat Vyznam

v_divadle(x) rande x sa odohra v divadle
v_kine(x) rande x sa odohrd v kine
na_veceri(x) rande x sa odohra na veceri
vo_wellness(x) rande x sa odohra vo wellness
v_bare(x) rande x sa odohra v bare
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Alicine a Bonifacove podmienky potom sformalizujeme ako teériu T = {A,, ..., As} s na-
sledujucimi formulami:

(A7) ((na_veceri(r) A v_divadle(r)) - —vo_wellness(r))
(A,) (—(na_veceri(r) v v_divadle(r)) — vo_wellness(r))
(A3) (v_divadle(r) — —vo_wellness(r))

(Ay) (v_divadle(r) v v_kine(r))

(A5) —wv_divadle(r)

Q Otazky v tejto tlohe nesmeruiju k zisteniu, aky program musia Alica a Bonifac nutne mat,
aby splnili svoje podmienky. Z logického hladiska sa teda nepytame na vyplyvanie.

Pytame sa na to, aké maju (vSetky) mozZnosti stravit rande tak, aby boli podmienky splnené.
R6zne moZnosti splnenia podmienok v logike predstavuji rozne modely teérie T, ktora tieto
podmienky formalizuje. Ak by napriklad v nejakom modeli T boli pravdivé atémy v_divadle(r),
vo_wellness(r) a nepravdivé atémy v_kine(r), na_veceri(r), v_bare(r), znamenalo by to, Ze pod-
mienky 1-5 by boli spinené, keby Alica a Bonifac isli na rande (zrejme v nejakom poradi) do
divadla a do wellness, ale zaroven nie do kina, ani na veceru, ani do baru.

Uloham tohto typu sa hovori konfiguracné.

ii. Otazku, ¢i sa Alici a Bonifacovi podari vybrat nejaky program, zodpovieme na za-
klade vyrieSenia logického problému, ¢i je tedria T splnitelnd. V pripade, Ze by tedria bola
nesplnitelnd, teda nemala by Ziadne modely, neexistuje moZnost, ako vyhoviet sucasne vSet-
kym Bonificovym a Alicinym poziadavkdm, program sa im teda vybrat nepodari.
Rovnako by sme interpretovali stav, kedy o
by tedria mala len jeden model a v iom by
jednotlivym predikdtovym atémom pred-
stavujucim formu rande bola priradena
pravdivostna hodnota f.

Otazku, aké moznosti maju Alica a Bonifac na svojom rande, zodpovieme najdenim vset-
kych modelov tedrie T.

iii. Modely teérie ndjdeme skonstruovanim tabla pre mnoZinu oznacenych formul St =
{TA,,...,TA}. Tymto tablom vieme overit splnitelnost, podobne ako v tlohe [5.2.1} néjde-
nim aspoii jednej otvorenej a tplnej vetvy. Ako uz vieme zo spominanej tilohy, tejto vetve
zodpoveda jedno ¢i viac ohodnoteni, v ktorych je S* (a teda aj T) pravdiva.

Interpretacia modelu, v ktorom su vsetky
atomy nepravdivé, zavisi od Glohy. Napriklad pri
konfiguracii doplnkovej vybavy auta méze ta-
kyto model zodpovedat zakladnej vybave.

Q  Ked'sa predikatovy atém P(c) z jazyka £ skiimanej teérie nenachddza v otvorenej a tiplnej
vetve ani so znamienkom T, ani so znamienkom F, znamena to, Ze tejto vetve zodpoveda viac
modelov, v ktorych méze tento atém mat lubovolnt pravdivostna hodnotu.
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Z vetvy teda vycitame jednak modely v;, v ktorych P(c) ~ ¢, ale tieZ modely v;, v ktorych
P(c) — f. Pocet modelov, ktoré z otvorenej a Uplnej vetvy vycitame, teda zavisi od poctu
predikatovych atdmov, ktoré nevystupuju v tejto vetve so Ziadnym znamienkom. 7 Ako?

V nasej ulohe hl'addme v§etky modely. Neuspokojime sa preto s ndjdenim jednej otvorene;j
a uplnej vetvy, ale tablo pre S* spravime
uplné — vsetky vetvy buda uplné alebo
uzavreté. VSetky ohodnotenia, v ktorych
je S* pravdiva, potom vycitame z tych ve-
tiev, ktoré su otvorené a uplné.

Pre prehladnost rieSeni v zbierke takéto tablo neuvddzame. Vypracujte ho samostatne.
Z jeho uplnych a otvorenych vetiev by ste mali potom urcit nasledujiice modely:

1. Uzavretd vetva nezodpoveda Ziadnemu
ohodnoteniu. Keby zodpovedala, nejaka for-
mula by v tomto ohodnoteni musela byt su-
Casne pravdiva aj nepravdiva, o nie je mozné.

v, = {v_divadle(r) » f,v_kine(r) — t, na_veceri(r) — t, vo_wellness(r) — f,v_bare(r) — f}
v, = {v_divadle(r) » f, v_kine(r) — t, na_veceri(r) — f,vo_wellness(r) — t, v_bare(r) —» f}
v; = {v_divadle(r) » f, v_kine(r) — t, na_veceri(r) — t, vo_wellness(r) — t, v_bare(r) — f}
v, = {v_divadle(r) — f,v_kine(r) — t, na_veceri(r) — t, vo_wellness(r) — f,v_bare(r) — t}
vs = {v_divadle(r) » f,v_kine(r) — t, na_veceri(r) — f, vo_wellness(r) — t, v_bare(r) — t}
v = {v_divadle(r) — f,v_kine(r) — t, na_veceri(r) — t, vo_wellness(r) - t, v_bare(r) — t}.

Néjdenim uplnych otvorenych vetievvtable

. i o i "/ VSimnite si, Ze modely v; a v;,; pre i =
a k nim prisluchajucich modelov sme su- e .
. . s T 1,...,3 sa lisia iba pravdivostnou hodnotou
¢asne overili splnitelnost tedrie.

. ) ; atéomu v_bare(r), ktory je sicastou jazyka £, ale
iv. Vdaka menovanym modelom te-

) . : i nevyskytuje sa v teodrii, a teda ani v Ziadnej ot-
orie T vieme odpovedat na otdzky zo za- S .

. o . g ~vorenej a Uplnej vetve tabla.
dania: Alici a Bonifacovi sa podari vybrat
program na valentinsky vecer (pretoZe teéria T je splnitelnd). Maju pritom Sest mozZnostf,
ako ho stravit (i-ta moznost zodpoveda modelu v;):

1. Pojdu do kina a na veceru, pri¢om nep6jdu do divadla, ani do wellness, ani do baru.
. Po6jdu do kina a do wellness, no nep6jdu na veceru, ani do divadla, ani do baru.
. Pojdu aj do kina, aj na veceru, aj do wellness, no nepdjdu do divadla, ani do baru.

2
3
4. Pojdu do kina, na veceru a do baru, pricom nepdjdu do divadla a do wellness.
5. Pojdu do kina, do wellness a do baru, no nepdjdu na veceru a do divadla.

6

. Pojdu aj do kina, aj na veleru, aj do wellness, aj do baru, no nepdjdu do divadla. 1§

5.2.12 Pani Betka si chce kupit auto. Zohladnenim Betkinych preferencii ako aj
moznosti dodavatela zistite, aké typy karosérie (sedan, kombi, ...) a v akych far-
bach pripadaja do uvahy:

1. Betka si kapi auto. Urcite vSak nie Cierne.
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. Kazdé auto (u predajcu, ktorého si vybrala) je bud sedan, kombi, alebo kab-

riolet.

. Kabriolety maju len ¢ervené.
. Sedany a kombi mali zasa len biele alebo Cierne.
. Ak kupi biele auto, urcite to nebude sedan.

. Kabriolety nie st kombi; kabriolety tiez nie su sedany; ani sedany nie su

kombi. (CiZe typy karosérie st navz4jom disjunktné.)

. Cervené veci nie st &ierne; ervené veci nie st ani biele; ani ierne veci nie

su biele. (Opit ide o vzajomnu disjunktnost.)

Na otazku odpovedzte pomocou tablového kalkulu.

Pomécka. Véeobecné tvrdenia vhodne $pecializujte. Cislovanie tvrdeni je iba orienta¢né.

Tvrdenia, ktoré maju povahu konjunkcie viacerych casti, je vyhodnejsie sformalizovat viacerymi
formulami.

Q

Jasne vyjadrite:

 ako ulohu formalizujete,

o akému logickému problému zodpoveda vyrieSenie Ulohy,
« ako vase tablo alebo tabla tento logicky problém rieSia,

» Co je riesenim logického problému,

« aka je odpoved na polozenu otazku.

Na riesenie nie je potrebné tablo ci tabla s viac ako 60 uzlami.

5.2.13 Anna sa rozhoduje, ¢o si oblecie na sestrinu svadbu.

. Mohla by si totiz dat Saty, sukiiu s bluzkou, alebo nohavicovy kostym.
. Pochopitel'ne, ak si oblecie jednu z tychto moZnosti, neoblecie si ind.

1
2
3.
4

Kostym ma len modry.

. Saty, pripadne sukiiu s bluzkou, by si na svadbu urcite nedala v bielej farbe

(vraj sa to nehodi).

. V Anninom Satniku sa vS§ak okrem bielych a modrych veci nachadzaju uz len

Cervené.

. VZdy sa oblieka jednofarebne, ani sukiiu s blizkou by si nedala v r6znych

farbach.
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7. Urcite nechce sestre pokazit ndladu tym, Ze by si obliekla nie¢o modré, lebo
modru jej sestra naozaj nema rada.

Co a v akych farbach si Anna moZe za tychto podmienok obliect? N4jdite vsetky
pripustné kombindcie, aby si z nich mohla 'ahko vybrat.
Na otazku odpovedzte pomocou tablového kalkulu.

Q Jasne vyjadrite:
« ako ulohu formalizujete,
o akému logickému problému zodpoveda vyriesenie ulohy,
« ako vase tablo alebo tabla tento logicky problém riesia,
« Co je rieSenim logického problému,
« aka je odpoved na poloZenu otazku.

© Na riesenie nie je potrebné tablo i tabla s viac ako 40 uzlami.

5.2.14 Tri kamaratky sa zidu v kaviarni, ktord ponuka kavu, ¢okoladu, prosecco
anic iné.
1. Vieme, Ze Frederika si d4 prosecco alebo ¢okoladu.

2. Ak by to, Ze si neda cokoladu, znamenalo, Ze si d4 prosecco, tak si urcite neda
kavu.

3. Hana je spokojnd, ak si d4 ¢okolddu alebo kavu.
4. Ak je aspori jedna z jej kamosiek spokojnd, potom aj Gerta je spokojna.
Na zéklade uvedenych informécii odpovedzte na otazky:

a) Jeisté, ze ak si Frederika nedd kavu, len ak siju da Hana, tak stt Hana aj Gerta
spokojné?

b) Predpokladajme, Ze Gerta spokojnd nie je. Aké napoje z ponuky kaviarne si
Frederika a Hana mohli objednat?

Na zodpovedanie otdzok tvrdenia sformalizujte vo vhodne zvolenom jazyku vy-
rokovologickej ¢asti logiky prvého radu a vyuzite tabla.

©  Jasne vyjadrite:
« ako ulohu formalizujete,

« aké logické problémy treba vyriesit, aby ste zodpovedali otazky a) a b),
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« ako vase tablo alebo tabla tieto logické problémy riesia,
« aké su riesenia logickych problémov,
« aké s neformalne odpovede na neformalne otazky a) a b).

© Na rozdiel od dloh a v tejto odpovedate na neformalne otazky. Preto potrebu-
jete overit splnitelnost (nie nutne tablom).

©Q  Vyroky formalizujte verne, zachovajte ich spojky, nevyuzivajte ekvivalentné tpravy. Vy-
brali sme ich tak, aby vam umoznili precvicit si tablové pravidla pre rézne spojky s réznymi
znamienkami.

© Na vyriesenie tlohy nie st potrebné tabla s viac ako 28 uzlami.

5.2.15 Monika a Michal budt mat cez vikend navstevu, pridu k nim Michalovi
rodicia. Potrebuju sa teda rozhodnut, aké pohostenie pre nich pripravia. MéZu na-
chystat orieSky, sendvice, kola¢, ovocnti misu, syrovy tanier alebo Sunkovy tanier.
Maju takéto obmedzenia:

1. Ak by chystali sendvice alebo kol4¢, tak urcite nestihnt pripravit aj ovocnu
misu.

2. Michalova mama je vegetaridnka, takZe urcite nachystaju oriesky, syrovy ta-
nier, kola¢ alebo ovocnu misu (inak by mama nemala ¢o jest).

3. Rodicia pridu na navstevu hladni, takze ak Michal s Monikou nenachystaju
sendvice, urcite musia asporn upiect kolac.

4. Mlady par ma novu ruru, ale ete ju nestihli vyskusat, takZe si netrafnu hned
na prvy pokus piect kola¢ pre navstevu.

Zistite:

i. MdZu Monika a Michal pripravit pohostenie vyhovujuce vSetkym obmedze-
niam?

ii. Aké st ich mozZnosti?

Na otazky odpovedzte pomocou tablového kalkulu.

© Na rieenie nie je potrebné tablo ¢i tabla s viac ako 20 uzlami.

1. Ak ma vase tablo viac ako 30 uzlov, vSimnite si, ktoré kroky sa opakuju, a tablo upravte,
aby ste sa opakovaniu podla moznosti vyhli.
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1. Dajte si zalezat na tom, aby ste presne a jasne vyjadrili pripustné moznosti kombinacii jed-
notlivych druhov pohostenia. Nezabudnite ani na tie, ktoré mézZu ale nemusia byt sicastou nie-
ktorych (alebo aj vietkych) kombinacii.

5.2.16 Preskumajte pomocou otvorenych a dplnych tabiel nasledujuce priklady
zédverov, ktoré nevyplyvaju z uvedenych teorii, a ekvivalencii, ktoré nie st tautolo-
giami pre l'ubovolné formuly A, B, C.

Nasledujtce nevyplyvania predstavuju schémy roéznych chybnych usudkov.

Pre aké formuly A, B, C av akych ohodnoteniach st predpoklady tvoriace tedriu
pravdivé, ale zaver pravdivy nie je?

i. {(A—>B),B}F, A (Potvrdenie antecedentu.)
ii. {(A— B),mA}F, B (Popretie konzekventu.)
iii. {(A->C)}F,((AVB)—C) (Zoslabenie antecedentu.)
iv. {(A—->B)}E,(A—>(BAC)) (Zosilnenie konzekventu.)

Nasledujuce formuly predstavuju schémy réznych neekvivalentnych ,tiprav*.

Pre aké podformuly A, B, C a v akych ohodnoteniach su nasledujuce formuly
nepravdivé? V pripade niektorych z nich je tautolégiou implikacia v jednom smere.
Ktora? Z tabla je to I'ahké urcit.

v. £, ((A->B) > C) = (A— (B—C()) (Implikécia nie je asociativna.)
vi. ¥, ((A— B) < (B— A)) (Implikécia nie je komutativna.)
vil. ¥, ((AA(B - C)) « ((AAB) - (AAC))) (Konjunkcia nie je distributivna
vzhladom na implikaciu.)

viii. ¥, ((AA(B < C)) & ((AAB) & (AAC))) (Konjunkcia nie je distributivna
vzhl'adom na ekvivalenciu.)

Ak vam nie je jasné na prvy pohlad preco zaver nevyplyva z predpokladov alebo ekviva-
lencia nie je tautolégia, méze vam pomoct predstavit si konkrétny priklad vyznamu formul A,
B, C, povedzme: A - je slnecno, B - idem na vylet, C - dam si zmrzlinu.

V niektorych pripadoch vsak problém ozrejmi iba systematicka Givaha o vyzname spojok vo
formulach, s ¢im vam prave pomoZu tablové pravidla.
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5.2.17 Steve si chce objednat pizzu, pricom si na 1iu moze dat olivy, Sampiriény,
Sunku alebo arti¢oky (iné suroviny nie su k dispozicii). Pomo6zte mu vybrat, ak ma
takéto podmienky:

1. Chce pizzu s olivami alebo bez Sampifiénov.

2. Ak si d4 na pizzu olivy, tak si tam dé aj Sunku.

3. Nie je pravda, Ze ak by si articoky dal len s olivami, tak si d4 na pizzu aj Sam-

pifiény a Sunku.

Zistite:

i. Moze si za takychto podmienok Steve objednat nejaku (nie suchu) pizzu?

ii. Aké st jeho moznosti?

Na otazky odpovedzte pomocou tablového kalkulu.

© Na rieenie nie je potrebné tablo ¢i tabla s viac ako 25 uzlami.

5.3 Korektné pravidla

5.3.1 Dokazte, Ze nasledujtce tablové pravidla st korektné:

TX->Y) TX TX->Y) FY
(MP) (MT)
TY FX
TXVY) FX 0S) TXVY) FY DS)
TY TX
FXAY) TX (NCS) FXAY) TY (NCS)
FY FX

TX-Y) T(Y - 2)

W (cut) X = 2) (HS)

TX, & X TX; TX; o X FX;
( 1 2) i (ESTT) ( 1 2) i (ESTF)
TX5_; FX;_;
FX{ X TX; FX; X FX;
( 1 2) i (ESFT) ( 1 2) i (ESFF)
FX3_i TX3—i
TX «Y) FX oY)
(ECDT) (ECDF)

TXAY) \ F(XVY) T(X A -Y) \ F(X v -Y)
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Tieto pravidla sa nazyvaju: (MP) modus ponens, (MT) modus tolens, (DS) disjunk-
tivny sylogizmus, (HS) hypoteticky sylogizmus, (cut) rez. Pravidlo (NCS) je varia-
cia (DS) pre nesplnend konjunkciu. Pravidla (ES..) st verziami (MP) a (MT) pre
ekvivalenciu. V nich i € {1,2} a v§imnite si, Z2 3 —1 = 2a 3 — 2 = 1. Pravidlo
(ECDT) redukuje pravdiva ekvivalenciu na pripady, Ze su jej ,,priame “ podformuly
obe pravdivé alebo obe nepravdivé. Pravidlo (ECDF) je analogické.

@ Pomécka. Definiciu korektnosti pravidla a priklady jej dokazov najdete v poznamkach
z prednasok.

Q V nasledujucich ulohach mézete pouzit tablovy kalkul roziireny o vysie uvedené pravidla.
Vzniknu tak pravdepodobne prehladnejsie a mensie tabla, ktoré sa lahsie interpretuji ako dokaz
v prirodzenom jazyku.

5.3.2 Mal4 firma vyraba pristrojové skrinky z viacerych materidlov, s rdznymi po-
vrchovymi tipravami a v niekol'kych farbach. Aj ked je zdanlivo moZnych viac ako
tisic kombindcii, nie v8etky sa daju vyrobit. Vybavenie firmy, vlastnosti materialov
a vyrobné postupy kladu nasledujuce obmedzenia:

(X;) Skrinky sa vyrdbaju materialov: lené.

hlinik, ocel, plast. (X¢) Nelakované ocel'ové skrinky koro-
(X,) Hlinik a ocel st kovy. duju.
(X3) Iba ocel sa da lakovat. (X7) Koro6ziu sposobi aj kombinacia

(X,) Brtisenti povrchovi Gpravu mozu dvoch roznych kovov.

mat iba nelakované kovové (Xg) Eloxovat sa daju iba hlinikové
skrinky. skrinky a po tejto uprave sa bud

(Xs5) Lakované skrinky aj plastové sivé alebo Cierne.

skrinky su Cierne, biele, alebo ze- (Xy) Korozia je nepripustna.

Zéakaznik pozaduje eloxovanu ¢ierno-bielu skrinku. M6Ze mu firma vyhoviet?
Ak 4ano, z ktorych materidlov a z ktorych ich kombindacii méze byt taka skrinka
vyhotovena?

Obchodny zastupca si chee ujasnit mozné kombinacie. Domnieva sa, Ze skrinka
s brusenou povrchovou upravou je siva alebo ¢ierna. Usudil spravne?

Vasou tlohou je:

a) Sformalizovat uvedené skutocnosti ako vyrokovologicku teériu vo vhodnom
jazyku a stru¢ne popisat vyznam jeho symbolov.
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b) Pojmami vyrokovej logiky (napr. tautologia, splnenie, vyplyvanie a pod.) vy-

jadrit otazky z predloZeného problému.

¢) Zodpovedat otazky a odpovede dokazat pomocou tablového kalkulu.

5.3.3 Detektivi Miller a Skillova rie§ia pripad bankovej lupeZe. Partia lupicov v sejfe
vylomila aj bezpe€nostné schranky a nie je tplne jasné, ¢o z nich ukradli, pretoZe
klienti si nespominaju alebo nechcd spomenut, ¢o v nich mali. Detektivom sa v§ak
podarilo zuzit okruh podozrivych a ziskat tieto indicie:

1.

Bloom sa d4 nahovorit iba na taku pracu, pri ktorej ide o drahokamy, a vzdy
spolupracuje s Yarrom alebo Malloyom.

. Malloy sa §pecializuje vyhradne na cenné papiere.

. Podla déveryhodného informatora sa drahokamy nekradnu, ak je v partii Pa-

kI a nie Ocean.

. Ak bol medzi lupi¢mi Yarr, tak v partii nebol Ryan, s ktorym sa Yarr len tazko

znesie, alebo i$lo o zlato, kvoli ktorému je Yarr ochotny spolupracovat skoro
s hocikym.

. Ocean zasadne nekradne zlato.
. Pod prezyvkou Pakltc¢ je znamy Ryan.

. Bloomovu tvar zaznamenala bezpe¢nostna kamera v okoli banky, pri vystu-

povani z auta tesne pred lapeZou, a vSetci klienti banky potvrdili, Ze im ne-
ukradli cenné papiere.

Pomozte Skillovej a Millerovi na zaklade tychto indicii rozhodnut, ¢i lapil alebo
nelupil Ryan, a o tom, ¢i lupi¢i ukradli zlato.

Pri rieSeni tejto ulohy:

i.

ii.

iii.

Urcte aké logické problémy je potrebné vyriesit, aby ste mohli urobit poza-
dované rozhodnutie.
Vyrieste v§etky logické problémy pouzitim tablového kalkulu rozsireného

o korektné pravidla z alohy v zbierke. Tieto pravidla pouZite v§ade, kde
je to mozné a uzitocné z hl'adiska velkosti tabla.

Zdovodnite, ako a preco pouZité tablo ¢i tabla rieSia uréené logické problémy.

iv. Vyjadrite rieSenia uréenych logickych problémov.

v. Vyvodte poZadované rozhodnutie.
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Pomécka. Indicie sformalizujeme v jazyku £ s P, = {lapil!, cp?, drahokamy?, zlato'}
a C; = {lup, Bloom, Malloy, Ocean, Paklt¢, Ryan, Yarr}. Konstanta lup oznacuje mnoZinu
ulupenych cennosti, ostatné konstanty oznacuju jednotlivych podozrivych. Zamyslany vy-
znam predikatovych symbolov je:

Predikat Vyznam

lapil(x) X sa zucastnil predmetnej lupeZe
cp(x) X obsahuje cenné papiere
drahokamy(x)  x obsahuje drahokamy

zlato(x) X obsahuje zlato

Formalizicia indicif je potom nasledovna:

(A1) (lapil(Bloom) — (drahokamy(lup) A (lGpil(Yarr) V lGpil(Malloy))))
(A4,) (lapil(Malloy) — cp(lup))

(A3) ((lupil(Paklag) A =lapil(Ocean)) — —~drahokamy(lup))

(A,) (lapil(Yarr) - (=lapil(Ryan) v zlato(lup)))

(A5) (lapil(Ocean) — —zlato(lup))

(Aq) (lapil(Pakltc) < lapil(Ryan))

(A4,) (lapil(Bloom) A ~cp(lup))

Odporucame vam oznacit atomické formuly vhodnymi meta premennymi, napr. B =
lapil(Bloom), ktoré potom pouZijete v tablach.

Y= Svoje tabla si méZete skontrolovat pomocou editora tabiel. V menu pod tlatidlom Basic
propositional v vyberte sadu pravidiel Propositional, ktora obsahuje zakladné pravidla a, §

a vSetky pravidla z ulohy[5.3.1]

1. Tento editor tabiel nevie overit, ¢i je vetva otvorend a uplna. Skontrolovat to musite
sami.

5.4 Meta tvrdenia o tablach

5.4.1 Dokazte alebo vyvratte nasledujuce tvrdenia:

a) Nech 7 je uplnd vetva v lubovolnom table. Nech a, ay, a, st oznacené for-
muly podla niektorej dvojice  pravidiel. Ak sa @ nachiddza na 7, potom aj o
a o, sa nachadzaju na 7.
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b) Nech 7 je tiplnd vetva v l'ubovolnom table. Nech a, a;, &, su oznacené for-
muly podl'a niektorej dvojice a pravidiel. Ak sa «t; a a, nachadzaju na 7, tak
sa aj a nachadza na 7.

¢) Existuju oznalené formuly A* typu o a Bt typu S také, Ze a, pre A" je rov-
naka ako 3; pre B*.

d) Nech 7 je uzavretd vetva v lubovolnom table. Nech §3, 8;, 5, su oznacené
formuly podla niektorého § pravidla. Ak sa 8 nachadza na 7, tak aj 8; a 3,
sa nachadzaju na 7.

e) Nech 7 je tiplna vetva v l'ubovolnom table. Nech S, 31, 8, si oznacené for-
muly podla niektorého 8 pravidla. Ak sa 3; alebo 3, nachddza na x, tak sa aj
B nachadza na 7.

f) Nech 7 je uzavreta vetva v lubovolnom table. Nech a, o, a, st oznacené
formuly podla niektorej dvojice « pravidiel. Ak sa @« nachddza na 7, tak aspor
jedna z ay, a, sa nachadza na 7.

g) Nech 7 je iiplnd a uzavretd vetva v lubovolnom table. Nech a, a, o, st ozna-
¢ené formuly podl'a niektorej dvojice « pravidiel. Nech 8, 81, B, st 0znacené
formuly podla niektorého 8 pravidla. Ak sa o a § nachadzaju na 7, tak aspor
jedna z aq, 81 je tieZna 7.

Riesenie. VyrieSime Castifa)|a[b)|ako vzor. Ostatné Casti vyrieste samostatne.

Tvrdenie [a)| plati.

Dékaz. Nech I je Il'ubovolné tablo a nech 7 je l'ubovol'na uplna vetva v 7. Nech « je 'ubo-
volnd oznacend formula typu «, ktord sa nachddza na 7. Nech «a; a a, su dosledky oboch
pravidiel pre formulu a:

a a

a a
KedZe 7 je Gplnd vetva T, tak podla definicie 5.24 tplnosti vetvy musi platit, Ze aj a; a rov-
nako aj «r, sa nachadzajti na r.

Tvrdenie [b)| neplati.

Kontrapriklad. Najdeme konkrétnu formulu typu a a konkrétne tablo s uplnou vetvou 7,
na ktorej sa buda nachadzat «, aj a, pre formulu «, ale samotné « sa na vetve 7 nachadzat
nebude.

Nech S* = {F(-p(c) — r(c))}. Tablo pre S* vyzera nasledovne:

1. F(r(c) = =p(c))
2. Tr(c)

3. F-p(c)

4. Tp(c)
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Toto tablo m4 jedinu vetvu, ktord je tiplnd. Oznac¢me ju 7. Zoberme si teraz nasledovny par
in$tancii pravidiel o pre konjunkciu:

T(p(c) Ar(c) T(p(c) A ()
Tp(o) Tr(c)

Teda o = T(p(c) A r(c)), a; = Tp(c) aa, = Tr(c). Vidime, Ze formuly o, a a, sa na vetve 7
nachédzaju (konkrétne v uzloch 4 a 2). Formula « sa ale na 7 nenachéadza.
Nasli sme teda kontrapriklad k tvrdeniu a tvrdenie|b){tym pddom neplati. s

5.4.2 Dokazte alebo vyvratte nasledujtce tvrdenia:

a) Nech 7 je lubovolné tablo pre mnoZinu oznacenych formul {F X}. Ak je v T
niektora vetva uzavretd, tak X je splnitelnd.

b) Nech T je I'ubovolné tablo pre {F X}. Ak je v J niektord vetva uzavretd, tak
X je falzifikovatelna.

¢) Nech S je mnoZina formul a X je formula. Nech J je l'ubovolné tablo pre
mnozinu oznacenych formul {TA | A € S} U {FX}. Ak je v T niektora vetva
otvorend a uplnd a ind vetva uzavretd, tak X je nezéavisla od S.

Riesenie.

Q Nakolko je tvrdenie@véeobecné (hovori, Ze Cosi plati pre vsetky formuly X a vsetky tabla
s nejakymi vlastnostami), je dobré zacat o jeho pravdivosti rozmyslat, akoby sme ho chceli do-
kazovat sporom, teda pokausit sa jeho pravdivost spochybnit: Kedy by mohlo a) byt nepravdivé?
Keby sa nasla aspori jedna formula X a aspori jedno tablo pre {F X}, ktoré ma uzavretu vetvu,
ale pritom by X bola nesplnitelnad. PretoZze X ma byt nesplnitelna, tablo zrejme bude mat aj
nejaké otvorené vetvy.

Velmi jednoducha nesplnitelna formula je napriklad Z = (p(c) A —p(c)), ale GplIné tablo pre
nu ma dve otvorené vetvy.

Na druhej strane, ked chceme formulu Y, aby tablo pre {F Y} malo uzavret( vetvu, mdézeme
za Y zvolit tautoldgiu, napriklad (p(c) Vv —p(c)).

Vieme tieto dve formuly spojit tak, aby sme dostali aj nesplnitelnt formulu aj Gplntd vetvu?
Ano. Stagi si uvedomit, Ze konjunkcia nesplnitelnej formuly s hocijakou je stile nesplnitelna.
Ked na F(Y A Z) pouZijeme pravidlo 8, dostaneme dve vetvy. V lavej bude F Y, a teda ju vieme
uzavriet. Tym sme v podstate prisli na kontrapriklad a ostava nam iba poctivo ho zapisat a zd6-
vodnit.

Iny spdsob ako najst kontrapriklad je uvedomit si, Ze (A A —A) je nesplnitelna pre hocijaku
formulu A. Lava vetva v table pre {F(A A —A)} zacina oznacenou formulou F A, a ked A je
tautoldgia, tato vetva sa da uzavriet.
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Tvrdenie [a)] je nepravdivé. PretoZe ide o vSeobecné tvrdenie, vyvratime ho najdenim kon-
traprikladu.

Kontrapriklad. Potrebujeme ndjst formulu X a tablo J pre {F X}, pre ktoré bude platit: tablo
J ma aspori jednu uzavretu vetvu a sucasne X je nesplnitelna.

Zoberme si teda napriklad formulu X = ((p(c) Vv p(c)) A (p(c) A —|p(c))) v jazyku £
s P, ={p}a C, = {c}. Jej nesplnitelnost si vieme overit rychlou analyzou ohodnoten:

Ui
p(©)  =p©)  (PE)VpE)  (PE)A=PE)  ((Pe)V=p(e) A (p(c) A-p(c)))

Uy f o Fp ¥y ¥y
vy t ¥y Fp ¥y ¥y

KedZe pre obe ohodnotenia v; a v, pre jazyk £ plati, Ze X v nich nie je pravdiva, X je
nesplnitelna.
Skonstruujme teraz tablo J° pre {F X}, v ktorom najdeme aspon jednu uzavretu vetvu:

L. F((p(©) V-p(0) A (p(c) A-p(c)) {FX}

2. F(p(©) v ~p(0)) 6. F(p(c) Ap(c)
3. Fp(c)
4. F-p(c)
5. Tp(c)
k

Q  Tvrdeniela)lje prikladom chybnych Gsudkov, ktoré ob¢as studenti robia, ked' maji pomocou
tabiel rozhodnut, ¢i je formula tautoldgia, splnitelnd, falzifikovatelna, alebo nesplnitelna.

Pravdepodobne je to spdsobené falosSnou analégiou medzi ohodnoteniami a vetvami tabla.
Je pravda, Ze formula X je tautoldgiou vtt je X pravdiva vo vsetkych ohodnoteniach. Tiez je
pravda, ze formula X je tautoldgiou vtt vsetky vetvy v table pre {F X} st uzavreté. Falo3na
analdgia spociva v tom, Ze na zaklade predchadzajucich faktov a toho, Ze formula X je splnitelna
vtt je X pravdiva v aspon jednom ohodnoteni, Student usudi, Ze to nastava vtt aspon jedna vetva
v table pre {F X} je uzavretd, ako keby uzavreta vetva zodpovedala ohodnoteniu, v ktorom je
F X nepravdiva a X pravdiva.

Uzavreta vetva vsak nezodpoveda Ziadnemu ohodnoteniu (ako sme poznamenali pri viace-
rych predchadzajucich prikladoch). b
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6

Kvantifikatory

6.1 Syntax a jednoducha formalizacia

6.1.1 Sformalizujte nasledujuce tvrdenia ako ucelenu teériu vo vhodnom jazyku
v logiky prvého radu:

1.

. V8etko su l'udia.

0O N O AW

11.

12.

13.
14.
15.
16.

Evka je doktorandka a m4 skolitel'a.

. VSetci doktorandi su Studenti.

. Niektori doktorandi st aj ucitel'mi.

. Nikto neuci sdm seba.

. Ziaden profesor nie je doktorand.

. Niektori Studenti samozrejme nie su doktorandi.

. Doktorandi profesora Nového su cviciaci na Teorii vietkého alebo Uvode do

abstrakcie.

. Utitelia okrem asistentov su profesori a docenti.
10.

Adamov $kolitel musi byt docent alebo profesor v pripade, Ze je Adam dokto-
rand.

Docentka Mlada skoli iba takych §tudentov, ktori absolvovali s vyznamena-
nim Historiu vesmiru, ale nie si doktorandi.

Teoériu vSetkého si nemdzu zapisat ti, Co neabsolvovali ani Histériu vesmiru,
ani Uvod do abstrakcie.

Ak nejaky kurz u¢i Novy, tak ide o neobltubeny kurz.
Doktorandi Nového cviciaci Tedriu vSetkého st externisti.
Ak ma Mlada nejakého doktoranda, ktory nie je externy, tak je Stastna.

Novy je Stastny, iba ak aspori jeden Student ma rad Teoriu vSetkého.
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6.2 Sémantika

6.2.1 Nech £ je jazyk rela¢nej logiky prvého radu, kde €, = {Bob, Eva, Karen},
P = {studentl, teacherl, knowsz}. Nech M = (D, i) je Struktura pre jazyk £, kde:

D=1{1,2,3}
i(Eva) =1 i(student) = {2}
i(Karen) =1 i(teacher) = {1}
i(Bob) =3 i(knows) = {(1,1),(1,2),(2,1)}

Zistite, ¢i su nasledujuce formuly pravdivé alebo nepravdivé v Struktare M. Kazda
formulu preloZte do ¢o najprirodzenejSieho slovenského tvrdenia.

(A;) (Ixteacher(x) A Ay student(y))

(A,) (Vxstudent(x) v Ty student(y))

(A3) Vx(teacher(x) — —student(x))

(A,) Ix(teacher(x) A student(x))

(As) Vx(teacher(x) — student(x))

(Ag) Ix(teacher(x) — student(x))

(A7) 3Ix(knows(x, Karen) A (student(x) V teacher(x)))

(Ag) Vx(knows(x, Eva) — teacher(x))

(Ag) Vx((teacher(x) A =knows(x, Karen)) — knows(x, Bob))
(A19) ~Vx((student(x) A —knows(x, Karen)) — knows(x, Eva))
(A17) Ix((teacher(x) A knows(x, Karen)) — knows(x, Eva))
(A1) —Vx(student(x) V teacher(x))

(A;3) — 3y knows(Bob,y)

(A14) VxVy(knows(x,y) — knows(y, x))

(A15) Ix(teacher(x) — (teacher(x) A student(x)))
(A1) Vx(knows(x, Bob) — (teacher(x) A student(x)))

6.2.2 Nech £ je jazyk relacnej logiky prvého radu, kde €, = {ACME}, P, =
{articlel, brandedl, cheapl, expensivel, faultyl, made_byz}.

Zostrojte Struktaru M pre jazyk £ tak, aby bola modelom teérie tvorenej viet-
kymi nasledujicimi formulami.

Kazdu formulu preloZte do ¢o najprirodzenejsieho slovenského tvrdenia.
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(A;) Vx(article(x) — (branded(x) Vv cheap(x)))

(A,) Vx(branded(x) — —cheap(x))

(A3) (Ix(article(x) A cheap(x)) A Ix(article(x) A 7cheap(x)))
(A,) Vx(article(x) — (branded(x) — made_by(x, ACME)))
(As) Vx(made_by(x, ACME) — faulty(x))

(Ag) (—Vx-branded(x) —» — Ix(—expensive(x) A faulty(x)))

(A7) —Vx(=faulty(x) — —expensive(x))

6.2.3 Sformalizujte nasledujuce tvrdenia ako ucelent tedriu T vo vhodnom ja-
zyku £ relaénej logiky prvého radu:

1.

[
o
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Pozname Cervené ovocie.

. Jablko je ovocie.
. Jablka su Cervené, zelené, ale aj ZIté.
. Darinka je mandarinka.

. Mandarinky a pomarance st oranzové ovocie.

Ni¢ oranZové nie je Cervené.

. Ziadne ovocie nie je nezdravé, ibaZe by bolo hnilé ¢&i plesnivé.

. Afrika je kontinent a ovocie, ktoré z nej pochadza, povazujeme za exotické.
. Co nie je americké, to nie je z Kalifornie.

. Aj Darinka musi odniekial pochadzat.

11.

Janko ma rad africké ovocie, ak je zelené, a americké, iba ak je Cervené.

Pred uvedenim formalizacie zadefinujte pouzity jazyk £ a vysvetlite vyznam jeho
symbolov.
Nasledne:

a) Zostrojte Strukturu M; pre £, ktord bude modelom vasej teorie T.

b) Je za danych okolnosti mozné, Ze Janko ma rad Darinku, ked Darinka pocha-

dza z Kalifornie? Ak ano, doloZte to vhodnou §trukturou M,. Ak nie, dokazte,
Ze taka Struktura M, neexistuje.
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6.2.4 Priklad. (Falosni priatelial) O kazdej z nasledujtcich dvojic formul dokazte,
Ze A; a B; nie su ekvivalentné (skratene A; < B;), tak, Ze zostrojite
« Strukturu, v ktorej bude A; pravdiva a B; nepravdiva, a tiez,
« ak je to mozZné, Strukturu, v ktorej naopak bude A; nepravdiva a B; pravdiva;
takato Struktura nemusi existovat pre kazdu dvojicu formul.
Ak to formuly umoziuju, vytvorte netrividlnu Strukturu s aspon 3-prvkovou do-
ménou a neprazdnymi interpretadciami predikatov.
a) A; = Vx(doktorand(x) — Student(x))
B; = Vx(doktorand(x) A Student(x)),
b) A, = Ax(pes(x) — zly(x))
B, = Ax(pes(x) A zly(x)),
c) Az = - Ix(software(x) — —bugFree(x))
Bz = - Ax(software(x) — bugFree(x)),
d) A, = Ix((has(Zita, x) A mobile(x)) — uses(Zita, x))
B, = Vx((has(Zita, x) A mobile(x)) — uses(Zita, x)),
e) As = (Vxworks(x) — green(statusLight))
Bs = Vx(works(x) — green(statusLight)),
f) Ag = (Ixyellow(x) A 3x blue(x))
Bg = x(yellow(x) A blue(x)),
g) Ay = Vx(fork(x) V spoon(x))
B, = (Vxfork(x) v ¥x spoon(x)),
h) Ag = (rains(outside) — — Ix walks(x, outside))
Bg = — 3x(rains(outside) — walks(x, outside)).

Q  Vsimaite si rozdiely vo vyzname formdil A; a B;. Tieto formuly poukazuju na ¢asté chyby
pri formalizacii. Studenti*ky ¢asto zamieRaju A4; a B; v domneni, Ze st ekvivalentné. V tomto
cviceni sa mozete presvedcit, Ze nie su, a vyjasnit si, v ¢om je medzi nimi rozdiel.

Riesenie. a) V $truktare M, = (D, i,), kde:

D, = {Janka, Mi$o, Stevo, Zuzka}
i, (doktorand) = {Miso}
i, (Student) = {Janka, Miso}

je pravdiva A, ale nie je pravdiva B,. Preto A, a B; nie st ekvivalentné.
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Struktara M, kde by B, bola pravdiva ale A, nepravdiva, neexistuje. Ak je v I'ubovolnej
struktare M = (D, i) pravdiva B,, tak vSetky prvky z domény D musia byt prvkami inter-
pretacii predikatov doktorand aj Student (t.j., i(doktorand) = i(5tudent) = D; neformalne,
vsetky objekty su sucasne doktorandmi aj Studentmi), aby boli oba konjunkty v B; sku-
tocne splnené pri ohodnoteni e(x/d) pre kazdé d € D. LenZe potom je pri kazdom takomto
ohodnoteni splneny konzekvent v A;, teda v takejto Struktare je formula A, pravdiva (ne-
formélne, kazdy doktorand je Student, lebo vSetci si jedno aj druhé). Tak je to napriklad
v §truktare M, = (D,, i,), kde:

D, = {Janka, Mi$o, Stevo, Zuzka}
i,(doktorand) = {Janka, Mi%o, Stevo, Zuzka}
i,($tudent) = {Janka, Mi$o, Stevo, Zuzka}.

1. Tato Struktdra samozrejme iba ilustrdciou, ale nie dokazom neexistencie M, kde M F B,
aMFEA,. s

6.2.5 Dokazte, Ze nasledujuce formuly sa splnitelné, ale nie platné:
a) = Vx P(x) — Vx-P(x),
b) Ix-P(x) » - 3Ix P(x),
¢) Vx(P(x) v Q(x)) = (Vx P(x) vV Vx Q(x)),
d) (3x P(x) A 3x Q(x)) = Ix(P(x) A Q(x)),
e) (Vx P(x) - Vx Q(x)) — Vx(P(x) — Q(x)),
f) (2 VxP(x) Vv VxQ(x)) » Vx(P(x) - Q(x)),
8 7 Vx P(x) A 7 Vx Q(x) = 2 Vx(P(x) vV Q(x)),
h) = 3x(P(x) A Q(x)) » =~ 3IAx P(x) v = Ix Q(x).

Q Tieto formuly ukazujd pripady, v ktorych nie je mozné distribuovat (,prestvat®) kvantifi-
katory cez logické spojky tak, aby tato Gprava bola ekvivalentna.
Dodrzte odporucania k predchadzajicej tlohe.

Riesenie prelc]] Vx(P(x) Vv Q(x)) — (Vx P(x) V Vx Q(x))
Napriklad $truktara M, = (D, i;), pricom:

D, ={1,2,3,4}
LWP)=90
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ll(Q) = {]-a 2s 35 4}

spifta formulu[c)] ale struktura M, = (D,, i,), kde:

D, =1{1,2,3,4}
L(P) =1{2,4}
;L(Q) ={1,3}
ju nesplia. Formulateda nie je ani platnd, ani nesplnitel'na. s

6.2.6 Sformalizujte nasledujuce tvrdenia ako ucelent teériu T vo vhodnom ja-
zyku £ rela¢nej logiky prvého radu.

1. V bare U Zubatej urcite pracuje barman.

2. Okrem barmanov tam pracuju uZ len ¢asnici, vyhadzovaci a upratovacky.
. Bar ma vyhadzovaca, ak mé upratovacku.

. Fero sa kamarati iba s takymi barmanmi, ktori st1 aj ¢aSnikmi.

. Vyhadzovacka Gigi sa nekamarati s nikym, kto nie je tiez vyhadzovac.

. Kto sa kamarati s riou, ten U Zubatej nepracuje.

N O AW

. Bar ma Zensku vyhadzovacku, len ak su aj vSetci ostatni vyhadzovaci, ktori
tam pracuju, Zeny.

Pred uvedenim formalizicie zadefinujte pouZity jazyk £ a vysvetlite vyznam
jeho symbolov.
Nasledne:

a) Zostrojte Strukturu M; pre £, ktord bude modelom vasej teorie T.

b) Je zadanych okolnosti mozné, Ze Gigi sa kamarati s Ferom? Ak 4no, dolozte
to vhodnou Struktirou M,. Ak nie, dokazte, Ze taka Struktura M, neexistuje.

@ Pomécka. Ako obvykle, zanedbajte rozne slova pre profesie v muzskom a Zzenskom rode.
Konstanty pouZite len na formalizaciu objektov, ktoré maju vlastné mena.

6.2.7 Sformalizujte ¢o najvernejsie nasledujuce tvrdenia ako ucelent tedriu T vo
vhodnom jazyku £ rela¢nej logiky prvého radu:

1. Vegan konzumuje iba rastlinné produkty.

2. Kto jazdi na starom bicykli, je hipster.
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10.
11.

Kto nosi bradu a falo$né okuliare, je hipster.

Kazdy vegdn m4 aspor jedného kamarata, ktory konzumuje méso.
Ziadne miso nie je rastlinny produkt.

Kazdy hipster m4 za kamaratov len hipsterskych veganov.

Kazdy hipster, ktory ma zdhradu, v nej chova kozu.

Je takd koza, ktord ma za kamaratov vSetkych hipsterov.

Ziadny vegan nikde nechové ziadnu kozu, ktord konzumuje miso.
Kamaratstvo nie je vzdy vzajomné.

Niekto jazdi na asporti dvoch bicykloch, z ktorych prave jeden je stary.

Pred uvedenim formalizacie zadefinujte pouzity jazyk £ a vysvetlite vyznam
jeho symbolow.
Nasledne:

a) Zostrojte Strukturu M; pre £, ktord bude modelom vasej teorie T.

b) Je za danych okolnosti mozné, aby vobec hipster mal kamarata? Ak ano, do-

loZte to vhodnou Strukturou M,. Ak nie, dokazte, Ze taka Struktara M, ne-
existuje.

@ Pomécka. V jazyku £ nepotrebujete konstanty, lebo vo vyrokoch sa nevyskytuju vlastné
mena.

6.3 Formalizacia s viacerymi kvantifikatormi

6.3.1 Sformalizujte nasledujtice tvrdenia ako ucelent teériu T vo vhodnom ja-
zyku £ rela¢nej logiky prvého radu:

1.

A i

Je asponi jeden Student, ktory je chlapec, a jedna Studentka (ktora je teda
dievc¢a), a su spoluziaci.

Ucitel, ktory je profesorom, musi byt §kolitelom aspori jedného §tudenta.
Vztah ,, byt spoluziakom“ je symetricky a tranzitivny.

Studenti a $kolitelia su disjunktni.

Student absolvuje predmet, iba ak ho m4 zapisany.

Student, ktory absolvoval predmet, je spokojny.
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7. Kazdy $tudent ma medzi Studentami aspor dvoch kamaratov, pricom s jed-
nym sa kamarati viac nez s tym druhym.

8. Kazdy Student ma najviac jedného Skolitela.

9. Kazda studentka ma prave jednu spoluziacku, ktora jej je ktora je jej najlep-
Sou kamaratkou.

10. Nikto si nezapisuje vyberové predmety.

6.3.2 Uvazujme vetu: , Kazdé zvieratko niekto kfmi.*“ Ktora z nasledovnych for-
mul zodpoveda tejto vete? Akym vetdm zodpovedaju zvy$né formuly?

(A)) Vx(élovek(x) — Jy(zvieratko(y) A kimi(x, y)))
(A;) Vy(zvieratko(y) — Ix(elovek(x) A kimi(x, y)))
(A3) 3x(&lovek(x) A Vy(zvieratko(y) — kfmi(x,y)))
(A4) Jy(zvieratko(y) A Vx(&lovek(x) — kimi(x, y)))

Formuly A;-A, moZno vyabstrahovat do nasledovnych §tyroch v§eobecnych schém,
kde P, Q a R oznacuju formuly s volnymi premennymi x a y (teda nie nutne iba
jednoduché predikaty):

(B1) Vx(P(x) = 3y(Q() AR(x,y)))
(By) Vx(P(x) = 3y(Q() AR(y, X))
(B3) 3x(P(x) AVY(Q() = R(x,¥)))
(Bs) 3Ix(P(x) AVY(Q(Y) = R(y, X))

Urcte, ktorej schéme zodpovedd kazdé z nasledujtcich tvrdeni (v zatvorkach je
odportcana formula R):

1. VZOO je zvieratko, ktoré chodia kfmit vSetky deti.
(kfmi(x,y) — x chodi kfmit y)

2. Kazdy tyzden na Obchodnej zbiju cudzinca.
(zbiju(x, t) — na Obchodnej zbiju x v obdobi t)

3. Kazdu hodinu mi vyvolava nejaky otravny predajca.
(vola(x, ja, t) — telefonicky ma otravuje x v Case t)

4. Kazdy $tudent ma kamarata, ktory je tieZ Student.
(kamarat(x, y) — x a y st kamarati)

5. Jeden Student sa kamarati so vSetkymi Studentami.
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6.3.3 Uvazujme znova jazyk £ a teériu T z tlohy Rozsirte teériu T o forma-
lizaciu nasledujucich tvrdeni na teériu T’ vo vhodnom rozsireni £’ jazyka £:

1. KaZdy Student Studuje nejaky Studijny program.
2. Garantom S§tudijného programu je iba profesor.

3. Student, ktory absolvoval vSetky predmety nejakého Studijného programu, ab-
solvoval tento program.

. Vztah byt skolitelom* je ireflexivny a asymetricky.

. Nie kazdy Student ma Skolitel'a, ktory je profesor.

Kazdy profesor mé prdve dvoch podriadenych docentov.

Nikto neucdi ani si nezapise neaktivny predmet.

. Student méze byt hodnoteny znamkou ,,Fx“ najviac na dvoch predmetoch.

. Pokial ma nejaky Student samé A-cka, ucitelia su spokojni.
10. Peter ma dve také spoluziacky, ktoré st obe sticasne jeho najlepsie kamaratky.
Pred uvedenim formalizcie zadefinujte cely pouZity jazyk £ avysvetlite vyznam

symbolov, ktoré ste pouZili na formalizaciu novych tvrdeni. Z teérie T’ uved'te iba
nové formuly (teda T/ \ T).

6.3.4 Sformalizujte nasledujuce znalosti z oblasti univerzitného vzdelavania ako
teoriu v logike prvého radu:

a) Kazdy Student $tuduje nejaky studijny program.

b) Utitel, ktory je profesorom, musi byt $kolitelom asporii jedného §tudenta.

c) Evka a Ferko su $tudenti. Evka je dievca.

d) Student absolvuje predmet, iba ak ho méa zapisany.

e) Kazdy student ma skolitela.

f) Garantom Studijného programu je iba profesor.

g) Kazdy predmet sa vyucuje v prave jednom semestri.

h) Evkina §kolitel'ka je ucitelka, ale nie je profesorka.

i) Predmet je aktivny, ak su nari zapisani asponi dvaja Studenti, alebo ak je nan
zapisany hoc aj len jeden $tudent a je to dievca.

j) Nikto neu¢i ani si nezapiSe neaktivny predmet.
k) Su prave dva rozne semestre - letny a zimny.

1) Student méze byt hodnoteny zndmkou ,,Fx“ najviac na dvoch predmetoch
v tom istom semestri.

m) Pokial ma nejaky Student samé A-cka, ucitelia st spokojni.
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6.3.5 Zadefinujte nasledujucej pojmy v logike prvého radu

a) Hovorime, Ze uditel uci Studenta vtedy a len vtedy, ked uci predmet, ktory
ma Student zapisany, alebo je Studentovym Skolitelom.

b) Povinny predmet v danom §tudijnom programe je prave taky predmet, ktory
absolvuje kazdy Student tohto Studijného programu.

Pomocou zadefinovanych pojmov formalizujte nasledujtce tvrdenie:

« Nikto si nezapisuje tazké predmety, ak nie su povinné v ich §tudijnom prog-
rame.

6.3.6 Pojmami prvoradovej logiky vyjadrite nasledujtce otazky. Otazky zodpove-
dzte a odpovede dokézte.

a) Moze byt profesorom niekto, kto nie je Skolitelom ziadneho Studenta?
b) Bude predmet Zaklady zdkladov aktivny, ak sa nan zapiSe Evka?
c) Su vSetci Skolitelia profesormi?

d) Profesor Saso tvrdi, Ze jeho predmet sa vyucuje aj v letnom, aj v zimnom se-
mestri. M6Zeme mu verit?

e) Je pravda, Ze nikto neabsolvuje neaktivny predmet?

6.3.7 Sformalizujte nasledujtice tvrdenia ako teériu v rela¢nej logike prvého radu.
Vhodne zvol'te spolo¢ny jazyk a vysvetlite vyznam jeho mimologickych symbolov.

a) Vztah surodenec je symetricky a vSetci surodenci sa maju radi.
b) Nikto nema rad nikoho, kto sa posmieva jeho stirodencovi.

¢) Ak jedného stirodenca uprednostni niektory z rodi¢ov pred druhym stroden-
com, je z toho ten druhy prirodzene smutny.

d) Kazdy sa nahneva, ked mu stirodenec zoberie hracku, alebo mu na oplatku
tieZ nejaku zoberie.

e) Ak nejaki surodenci dostanu hracky réznej znacky, zarucene si budi navza-
jom zavidiet.
6.3.8 Sformalizujte ¢o najvernejsie nasledujtce tvrdenia ako ucelenu tedriu T vo
vhodnom jazyku £ rela¢nej logiky prvého radu:
1. Peto ma cestny bicykel, Marlon trojkolku.
2. Bicykel ma 2 kolesd, kym trojkolka m4 3.
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Cestny bicykel ma uizke kolesa a pevnu vidlicu.

Cestny bicykel s rovnymi riadidlami sa nazyva fitness bicykel.
Ziadne fitness trojkolky nie su. St ale trojkolky so Sirokymi kolesami.
Takymto trojkolkdm hovorime terénne.

Co je uzke, nie je siroké.

® N o o oA~ Ww

Marlonovi sa pacia bicykle, ak maju uzke kolesd, a trojkolky, len ak su te-
rénne.

9. Majitel bicykla alebo trojkolky na nich aj jazdi.
10. Ziadny majitel bicykla nejazdi na Ziadnej trojkolke.

Pred uvedenim formalizacie zadefinujte pouzity jazyk £ a vysvetlite vyznam
jeho symbolov.
Nasledne:

a) Zostrojte Strukturu M; pre £, ktord bude modelom vasej teorie T.

b) Je za danych okolnosti mozné, aby Marlon nejazdil na Ziadnej trojkolke? Ak
ano, doloZte to vhodnou §truktarou M,. Ak nie, dokaZte, Ze taka Struktura M,
neexistuje.

6.3.9 Sformalizujte v nazna¢enom alebo vhodne zvolenom jazyku logiky prvého
rddu nasledujuce tvrdenia:

a) Bez prace nie su kolace. (ma(kto, ¢o), praca(x), kolac(x)).

b) Pomdz inym, pomozes aj sebe.

¢) Kto druhému jamu kope, sim do nej spadne.

d) Ti, ¢o inym jamy nekopu, nie su intrigani.

e) Aky otec, taky syn. (ma_vlastnost(kto, vlastnost), je_syn(kto, koho)).

f) Nepriatelia mojich nepriatel'ov si mojimi priatel'mi. (priatel(kto, koho))

6.3.10 (Lenhart K. Schubert prostrednictvom Pelletiera [4]) Zvolte vhodny jazyk lo-
giky prvého radu a sformalizujte v iom nasledujuci detektivny pribeh:

Someone in Dreadsbury Mansion killed Aunt Agatha. Agatha, the but-
ler, and Charles live in Dreadsbury Mansion, and are the only ones to
live there. A killer always hates, and is no richer than his victim. Charles
hates no one whom Agatha hates. Agatha hates everybody except the
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butler. The butler hates everyone not richer than Aunt Agatha. The but-
ler hates everyone whom Agatha hates. No one hates everyone. Agatha
is not the butler. Who killed Agatha?

Niekto v Dreadsburskom kastieli zabil tetu Agatu. V Dreadsburskom
kastieli byvaju Agata, komornik a Karol a nikto iny okrem nich tam ne-
byva. Vrah vzdy nenavidi svoju obet a nie je od nej bohatsi. Karol ne-
prechovava nenavist k nikomu, koho nenavidi Agata. Agita nenavidi
kazdého okrem komornika. Komornik nenavidi kazdého, kto nie je bo-
hatsi ako Agata. Komornik nenavidi kazdého, koho nenavidi Agata. Niet
toho, kto by nenévidel vSetkych. Agita nie je komornik. Kto zabil Agatu?

6.3.11 (Novak [3]) Sformalizujte v jazyku logiky prvého radu.

(A1) Kazdy kojot nahana nejakého roadrunnera.

(A,) Kazdy roadrunner, ktory robi ,,beep-beep®, je mudry.

(A3) Ziadny kojot nechyti roadrunnera, ktory je mudry.

(A4) Kojot, ktory nahara roadrunnera, a nechyti ho, je frustrovany

(X) Ak vsetky roadrunnery robia ,,beep-beep®, tak vSetky kojoty st frustrované.

6.3.12 V jazyku £ relacnej logiky prvého rddu, kde €, = {G, gl}a P, = {set,
graph?, at_least?, at_most?, oriented?, in?, ind_subg?}, pricom zamyslany vyznam
predikatovych symbolov je nasledovny:

Predikat Vyznam

set(x) X je mnoZina
graph(x) x je graf

oriented(x) X je orientovany/-a/-é

at_least(x, y) X ma aspoii tolko vrcholov ako y
at_most(x,y)  x ma najviac tolko vrcholov ako y
in(x,y) X je prvkom y

ind_subg(x,y) x je indukovanym podgrafom y

Sformalizujte nasledujuce tvrdenia o mnoZine G a grafoch ako ucelenti teériu T
vjazyku £:

1. Gje mnozina a obsahuje graf g1. G nie je grafom.

2. G obsahuje iba grafy.

3. VSetky grafy v G su orientované.
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4. Existuje graf, ktory je indukovanym podgrafom g1, a zarovern g1 je indukova-
nym podgrafom nejakého prvku z G.

. G ma asponi tri prvky, ktoré su grafmi.

. Ziadny graf z G nem4 najviac tol'ko vrcholov ako g1.

. Pre kazdy graf v G existuje graf, ktory m4 aspori rovnako vela vrcholov.

0 N O W

. Jeden graf ma najviac tol'ko vrcholov ako druhy vtedy a len vtedy, ked druhy
graf m4 asponi tol’ko vrcholov ako ten prvy.

9. Ak je prvy graf indukovanym podgrafom druhého grafu, a zaroven je aj ten
druhy graf indukovanym podgrafom prvého grafu, tak je to ten isty graf.

10. Ak je prvy graf indukovanym podgrafom druhého grafu, a zaroveri je aj druhy
graf indukovanym podgrafom tretieho grafu, tak je aj prvy graf indukovanym
podgrafom tretieho grafu.

11. Kazdy graf, ktory ma nejaky indukovany podgraf, ma asponi tol'ko vrcholov
ako ten podgraf.
12. Kazdy indukovany podgraf je graf.

Nasledne zostrojte Strukttru M; pre £, ktord bude modelom vasej teorie T.

6.3.13 Vyjadrite ¢o najprirodzenejSimi slovenskymi vetami nasledujicu formali-
zaciu zisteni o detoch a Vianociach v jazyku £ s mnozinami symbolov V,; = {u, v,

w, X, Y, z}, €, = {Vianoce, JezZisko, Santa, Anicka}a P, = {autl’ékol, bludl, diet’al,
dobrvl, dostanez, chlapecl, kriticky_myslil, te§|'_sa_na2, uhliel, verl'_vz}:
(V1) Vx((dieta(x) A (veri_v(x, Jezigko) V veri_v(x, Santa))) —

tesi_sa_na(x, Vianoce)),
Vy) Vx((diet'a(x) A —veri_v(x, Santa)) — (veri_v(x, JeZisko) vV kriticky_mysll'(x))),
(V3) Vx(kriticky_mysli(x) = Vy(blud(y) — —veri_v(x, y))),
(V4) Vx(=dobry(x) — (= 3y dostane(x,y) v

(veri_v(x, Santa) — Jy(dostane(x, y) A uhlie())))),

(Vs) Vx((dobry(x) A chlapec(x)) — Jy(dostane(x, y) A auticko(y))).

6.4 Tabla pre kvantifikatory

6.4.1 (Vlastnosti kvantifikdtorov) Dokazte v tablovom kalkule, Ze nasledujuce for-
muly su platné pre vSetky formuly A a B s volnou premennou x, v§etky formuly C,
kde x nie je voln4, a vSetky formuly R s volnymi premennymi x a .
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Formuly vyjadruju vybrané zakladné vlastnosti kvantifikdtorov a zarover si na
nich precvicite pouzitie vSetkych tablovych pravidiel pre kvantifikatory.

Q@ Citajte tablo ako slovny (neformalny) dokaz, uvedomuite si vyznam jednotlivych krokov.
Ukaze vam to, ako spravne uvazovat o kvantifikdtoroch pri slovnych dékazoch.

a) De Morganovské zdkony pre kvantifikdtory

b

C

~

~—

Pre negovanie kvantifikatorov platia nasledujtce pravidla:
(i) (=3xP(x) < Vx —P(x))

(ii) (#VxP(x) < 3x-P(x))

Distributivnost kvantifikatorov cez logické spojky

Vseobecny kvantifikator distribuuje cez konjunkciu a existen¢ny kvantifika-
tor cez disjunkciu:

(i) (Vx(A(x) A B(x)) < (Vx A(X) A Vx B(x)))
(i) (Ix(A(x) vV B(x)) < (3x A(x) Vv 3x B(x)))

© O tom, 7e vieobecny kvantifikator nedistribuuje cez disjunkciu, teda Vx(A(x) v
B(x)) < (Vx A(x) Vv Vx B(x)) a existencny kvantifikator nedistribuuje cez konjunkciu
Ax(A(x) A B(x)) < (Ix A(x) A Ix B(x)) ste sa mohli presvedcit v cviceni|6.2.4

V Specidlnom pripade, ked sa v jednom z konjunktov/disjunktov premennda
viazana kvantifikatorom nevyskytuje volnd (ako vo formule C), je vSeobecny
kvantifikdtor mozZné distribuovat do/vynat aj z disjunkcie a existenc¢ny do/z
konjunkcie:
(iii) (Vx(A(x)VC) < (VxA(x) Vv C))

(iv) (Ix(A(X)AC) « (AxA(x) AC))

V) (Vx(A(X) AC) < (VX A(x) A C))

(vi) (Ax(A(x) vV C) & AxAX)VO))

Désledky pre implikdciu

Ked si uvedomime, Ze implikacia (X — Y) je ekvivalentna s disjunkciou
(=X Vv Y), o nasledujucich pravidlach pre distribuovanie kvantifikatorov do
resp. vynimanie kvantifikatorov z implikacie sa l'ahko presved¢ime aj ekviva-
lentnymi upravami pomocou de Morganovskych a distributivnych zdkonov.

() (AxAX) = C) « Vx(A(x) — C))
(i) ((VxA(x) = C) < Ix(A(x) = C))
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(iii) ((C = Vx A(x)) « Vx(C — A(x)))
(iv) ((C — Ix A(x)) < Ix(C — A(x)))
v) (3x(A(x) = B(x)) < (Vx A(x) — 3x B(x)))

d) Désledky pre neexistenciu

~—

Désledkom de Morganovskych zakonov pre kvantifikatory je aj to, Ze musime
byt opatrni/-é pri formalizacii tvrdeni, kde sa vyskytuje neexistencia objektu
vo vztahu s inymi objektmi (napr. ,,Ziadna lastovicka nehniezdi na (ziad-
nom) strome®), ktora sa v slovanskych jazykoch vyjadruje dvojitym zaporom
(ziadna/-y + nehniezdji).
Nasledujuca formula ukazuje, Ze dve spravne formalizacie takejto neexisten-
cie, su skutocne ekvivalentné:

(i) (=3x3IyR(x,y) & VxVy-R(x,y))
Nasledujuca formula ukazuje, aky je skutoény vyznam ¢astej nespravne;j for-
malizécie takéhoto vyroku pomocou dvoch vnorenych kombinécii negicie
a existen¢ného kvantifikatora:

(i) (-3Ix-3yR(x,y) < VxIyR(x,y))
Premenovanie viazanej premennej

(D) (Vx A(x) - Vy A(y)

(i) AxA(x) — Iy A())
ZruSenie kvantifikdtora

(S

~—

f

~

Kvantifikator, ktory viaZe premennd, ktora sa vo formule nevyskytuje vol'nd,
je mozné zrusit:
(i) (VxC - 0)
(i) AxC -« )
g) Neekvivalentné dosledky kvantifikovanych formul
Z univerzalnej vlastnosti prvkov celej domény vyplyva, Ze tuto vlastnost ma
aspoii jeden prvok (lebo doména je neprazdna):
(1) (Vx A(x) — Ix A(x))
Aj ked univerzalny kvantifikator nedistribuuje cez disjunkciu, a existen¢ny
cez konjunkciu, platia tieto implikacie:
(i) (Vx A(x)V VxB(x)) - Vx(A(x) Vv B(x)))
(iii) (3x(A(x) A B(x)) = (3x A(x) A Ix B(x)))
h) () Vy(VxP(x) — P(y))
(i) Iy(P(y) - Vx P(x))
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(iii) (=3y P(y) = Vy(3x P(x) = P(y)))

Q Tieto formuly ilustruju niekolko zakladnych vlastnosti kvantifikdtorov: Zoslabenie vse-
obecného kvantifikatora na existenc¢ny (a, d), moZnost premenovat viazant premennt (b, c)
moznost odvodit [lubovolnd indtanciu vieobecne kvantifikovanej formuly (e, zaklad pravidla y),
existencia kontraprikladu (f, zaklad pravidla &), dokaz sporom z neexistencie (g).

6.4.2 (Falosni priatelia 1) O kazdej z nasledujtcich dvojic formul dokazte, ze A;
a B; nie su prvoradovo ekvivalentné (4; < B;), teda Ze z A; nevyplyva B; alebo
naopak:
i. Dokazte, Ze z A; nevyplyva B; ({A;} ¥ B;) zostrojenim §truktury, v ktorej bude
pravdiva A; a nepravdiva B;.
ii. Premyslite si, ¢i{B;} E A;, abud to dokazte tablom alebo vyvratte Struktarou.
Ak to formuly umoziiuja, na dékaz nevyplyvania pouZzite netrivialnu Struktiru
s aspon 3-prvkovou doménou a neprazdnymi interpretaciami predikatov.
a) A; = - 3x - Jy(student(x) A supervisor(x, y))
B; = = 3x Jy(student(x) A supervisor(x, y))
...1 formalizuje: ,,Ziadny/-a $tudent/-ka nie je nikoho $kolitelom/-kou.*
b) A, = Vx3Jy(loves(x,y) — in_love(x))
B, = Vx(3y loves(x, y) — in_love(x))
..., formalizuje: ,,Kazdy/-4, kto niekoho l'ubi, je zalubeny/-4.*
c) A; = Vx3Jy(supervisor(x,y) — collaborates(x, y))
B3 = VxVy(supervisor(x,y) — collaborates(x, y))
...3 formalizuje: ,,Kto m4 nejaku/-€ého Skolitelku/-a, ten s iou/nim spolupra-
cuje.”
d) A4 = Vx(Vylikes(x,y) — filantrop(x))
B, = VxVy(likes(x,y) — filantrop(x))
...4 formalizuje: ,, Kazdy/-4, kto ma rad vsetkych, je filantrop/-ka.”
e) As = Vx3ylikes(x,y)
Bs = 3x Vylikes(x, y)
...s formalizuje: ,, KaZzdy/-4 ma niekoho rad/rada.”
...5 formalizuje: ,,Niekto mé rad/-a vSetkych.“
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f) Ag = = 3Ix Jy(student(x) A —supervisor(x, y))
Bg = = Ix Jy(student(x) A supervisor(x, y))
... formalizuje: ,,Nikto, kto je Studentom/-kou, nie je niekoho $kolitelom/-
kou.”

g) Ay = - 3x - 3y(student(x) A ~supervisor(x, y))
B, = = 3x Jy(student(x) A supervisor(x, y))
..., formalizuje: ,,Ziadny/-a $tudent/-ka nie je nikoho $kolitelom/-kou.*

pri formalizacii s viacerymi kvantifikdtormi (mozno aj vasu alebo vase). Studenti/-ky ¢asto za-
mienaju A; a B; vdomneni, Ze st ekvivalentné. V tomto cvi¢eni sa moZzete presvedcit, Ze nie st

(podobne ako v cviceni[6.24).

1. Niektoré z tychto chyb vznikaju z neodévodnenej snahy umiestnit vsetky kvantifikatory
na zaciatok formuly.

©Q Uvedomte si rozdiely vo vyzname forml A; a B;. Tieto dvojice zachytavaji ¢asté chyby

! Ako dokaz nevyplyvania akceptujeme iba strukttru. Pre prvoradové tabla sme zatial ne-
zadefinovali pojem Uplnej vetvy. Nie je taky jednoduchy, ako sa vam moéze zdat — Gplna vetva
moZe byt nekonecna. Tablo vam vsak moze pomact zistit, co musi byt pravdivé alebo neprav-
divé v hladanej strukture.

6.4.3 Priklad. Dokéazte v tablovom kalkule:

E ((3x muz(x) A 3x zena(x)) — Ix(muz(x) V Zzena(x)))

Riesenie. Mame dokézat, Ze formula zo zadania je platna. Vybudujeme preto tablo pre mno-
zinu oznadenych formul S* = {F((3x muZ(x) A Ix Zena(x)) — Ix(muZ(x) Vv Zena(x)))}.

© Predtym ako za¢neme budovat tablo je dobré uvedomit si Struktiru formuly: Nasa for-
mula je implikaciou, ktorej antecedent je konjunkcia dvoch existen¢ne kvantifikovanych formul
a konzekvent je existen¢na kvantifikacia disjunkcie. Tablové pravidla musime aplikovat v stlade

s touto Struktdrou.
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F((3x muz(x) A 3x zena(x)) —» Ix(muz(x) Vv Zzena(x))) S+
T (3x muZ(x) A 3x Zena(x))
F3Ix(muz(x) v Zzena(x))

T 3x muz(x)

T Jx Zena(x)

T muz(y)

T zena(z)

F (muZ(z) v Zena(z))

RS A L R o R

Fmuz(z)

—_
e

F zena(z)

*

1. Pravidlo § sme v table pouZili dvakrat (uzIyEl al/} aj ked'|§| sme vlastne nepotrebovali).
Vzdy sme za povodne viazanu premennt x substituovali novi volnd premennu (v|§|to bola y,
potom vto bola z, lebo v tej chvili sa uZ y vo vetve vyskytovala volnd). Bolo by chybou pou?Zit
premennu, ktora sa uz predtym vo vetve tabla vyskytla volna. Dévod je nasledovny:

O objekte, ktory existuje podla formuly je zname iba to, Ze ma vlastnost muz. Podobne
o objekte, ktory existuje podla formuly je zndme iba to, Ze ma vlastnost Zena. Tento ob-
jekt pravdepodobne nebude rovnaky ako objekt, ktory ma vlastnost muz. Nesmieme ich preto
oznacit rovnakou premennou. Nemohli by sme pouzit ani ini premennu, ktora by sa uz v table
predtym vyskytla volna, lebo aj o nou oznacenom objekte by uz boli zname nejaké dalsie sku-
tocnosti. Tento princip plati pri vsetkych formulach typu 6.

©Q  Formuly typu ¥ hovoria, Ze nimi opisant vlastnost (pozitivnu &i negativnu) majd vietky
objekty. Preto:

o Priich pouziti (8) m6Zzeme za pévodne viazani premennu substituovat lubovolny term
(premennu, konstantu, aplikaciu funkéného symbolu na lubovolné argumenty) — samoz-
rejme, tato substiticia musi byt aplikovatelna.

« Ta istu formulu typu y mézZzeme pouZit viackrat, pricom substitujeme rézne termy.
V tomto table stacilo jedno pouzitie.

Opakovane mézeme pouZit formulu kazdého typu, ale iba pri type y dostaneme skuto¢ne r6zne
vysledky. Pri opakovanom pouziti formuly typu & nas pravidlo dondti zaviest novi premennd,
ale ziskame rovnaku informéaciu ako pri prvom poufZiti (rézne premenné mozu oznacovat ten
isty objekt).

Tablo je uzavreté, takZe mnozina S* je nesplnitelné. Neexistuje teda Struktdra, v ktorej by
formula ((3x muz(x) A 3x zena(x)) — Ix(muz(x) Vv Zena(x))) pri nejakom ohodnoteni bola
nesplnena, a preto je tato formula platna. s
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6.4.4 (Novak [3]) Majme teoriu T = {A,..., A4} vjazyku £, kde €, = {John},
P, = {pest, mackal, mys?, LS, stekal, ma?}, pricom vyznam LS(x) je x md lahky
spanok. Rozhodnite, ¢i z tedrie T, kde

(A1) Vx(pes(x) — steka(x))

(A,) ¥xVy((ma(x,y) A macka(y)) - —3z(ma(x, z) A mys(z)))
(A3) YX(LS() — = 3Jy(ma(x, y) A steka(y)))

(A4) Ix(ma(John,x) A (macka(x) Vv pes(x)))

vyplyvaju formuly:

(X7) (@x(ma(John, x) A msteka(x)) — LS(John))

(X;,) (LS(John) — Vx(ma(John, x) = —mys(x)))

Q Teériu aj formuly X; a X, si najprv pozorne precitajte, pochopte ich vyznam a intuitivne si
premyslite, preco X; resp. X, vyplyva alebo nevyplyva z tedrie. Intuicia vas potom dovedie ku
konstrukcii spravneho tabla alebo struktury.

1.V logike prvého radu vo vieobecnosti nemdzeme pouzit tabla na hladanie splfajucich
Struktur, pretoze Uplné tablo moéze byt nekonecné.

6.4.5 (Novak [3]) Rozhodnite, ¢i z tedrie T = {A, ..., A4}, kde
(A1) Vx(kojot(x) — Jy(roadrunner(y) A nahana(x,y)))

(A,) Vx((roadrunner(x) A trubi(x)) — mudry(x))

(A3) VxVy((kojot(x) A (roadrunner(y) A mudry(y))) — —chyti(x, y))

(A,) Vx(kojot(x) —
(Fy(roadrunner(y) A (nahana(x, y) A —chyti(x, y))) — frustrovany(x)))

vyplyvaju formuly:

(X7) (¥x(roadrunner(x) — trubi(x)) — Vx(kojot(x) — frustrovany(x)))
(X5) (@x(kojot(x) A —frustrovany(x)) — — Ix(roadrunner(x) A trubi(x)))
Vyplyvanie dokaZzte tablom. Nevyplyvanie ndjdenim Struktury.

6.4.6 Rozhodnite, ¢i formula vyplyva z teérie. Vyplyvanie dokaZte tablom, nevyp-
lyvanie ndjdenim Struktury, ktord je kontraprikladom.

a) {Ix -my3(x) v Vx hlodavec(x)} E Vx(mys(x) — hlodavec(x))
b) {Vx(mys(x) — hlodavec(x))} E 3x -mys(x) Vv Vx hlodavec(x)
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¢) {Vx Jy(hladny(x) A zje(x, y) — bude_syty(x))}

E Vx(hladny(x) A 3y zje(x, y) — bude_syty(x))
d) {Vx(hladny(x) A 3y zje(x,y) — syty(x))}

E Vx Jy(hladny(x) A zje(x,y) — syty(x))

1. Na rozdiel od vyrokovej logiky, v logike prvého rddu sme nedefinovali, kedy je vetva tabla
upind. Keby sme tak urobili, ipIna vetva by musela obsahovat pouzitia kazdej formuly typu y
so vsetkymi moznymi substiticiami. Tych je vo vseobecnosti nekonecne vela.

Tablo, ktoré sa ndm napriek spravnemu pouzivaniu pravidiel, trpezlivosti a skisaniu r6znych
pristupov nedari uzavriet, preto iba naznacuje, ale nedokazuje, ze formula z teérie nevyplyva
(resp. Ze zaciato¢na mnozina oznacenych formdal je splnitelna). Na to, aby sme tento fakt naozaj
dokazali, musime skonstruovat vhodnu Struktaru. Otvorené vetvy v table ndm v tom mo6zu
pomact, pretoZe naznacuju, ktoré podformuly (moZno atomické) ma struktara spihat a ktoré
nie.

6.4.7 (Novak [3]) Rozhodnite, ¢i z tedrie T = {A,, ..., As}, kde

(A1) Vx(dieta(x) — Fy(carodejnica(y) A vidi(x, y)))

(A,) —Ix(carodejnica(x) A (Jy(ma(x, y) A klobuk(y)) A Jy(ma(x, y) A macka(y))))
(A3) Vx(carodejnica(x) — (dobra(x) Vv zla(x)))

(A,) Vx((dieta(x) Ady(carodejnica(y) A(dobra(y) Avidi(x, y)))) — Jy(dostane(x, y)A
sladkost(y)))

(As) Vx((carodejnica(x) A zla(x)) — Jy(ma(x, y) A macka(y)))
vyplyva formula:

(X) (Vx((carodejnica(x) A Jy(dieta(y) A vidi(y, x))) — dy(ma(x, y) A klobuk(y))) —
Vx(dieta(x) — Jy(dostane(x, y) A sladkost(y))))

Vyplyvanie dokézte tablom. Nevyplyvanie ndjdenim Struktuary.

6.4.8 (Novak [3]) Rozhodnite, Ci z tedrie T = {Ay, ..., A4}, kde

(A7) Vx(3Tyvynika(x,y) — ((vela_studuje(x) V sikovny(x)) V stastlivec(x)) )
(A,) Vx3y(ziska_znamku(x, A) — vynika(x, y))

(A3) Vx(studuje(x, AIN) — —stastlivec(x))

(A,) Vx(pije_pivo(x) — —wvela_studuje(x))

vyplyva formula:
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(X) ( Vx(studuje(x, AIN) — ziska_znamku(x, A)) —
Vx( (studuje(x, AIN) A pije_pivo(x)) — sikovny(x)))
Vyplyvanie dokaZte tablom. Nevyplyvanie ndjdenim Struktury.

@ Pomécka. V pripade dokazovania vyplyvania si najprv premyslite, pre¢o formula vyplyva,
anasledne tablom sledujte svoju Gvahu. Pravidla pre kvantifikatory pouzivajte, iba ked'st naozaj
potrebné. Co najviac vyuzite uz zndme vyrokovologické korektné pravidla (MP, MT, DS, NCS).

Q2 V editore tabiel vyberte sadu pravidiel Basic FOL.

© Tablo by nemalo mat viac ako 35 uzlov.

6.4.9 (Novak [3]) Uvazujme nasledujtce tvrdenia:

(V1) Kazdy vtak spi na nejakom strome.

(V,) Potéapky su vtaky a su tieZ vodnymi Zivocichmi.

(V3) Strom, na ktorom spi nejaky vodny vtak, sa nachddza blizko jazera.

(V4) Vsetko, ¢o spi na nieCom, ¢o sa nachadza blizko nejakého jazera, sa Zivi ry-
bami.

Vyrieste nasledujuce ulohy:

a) Sformalizujte tvrdenia ako teériu T = {V, ..., V4} vo vhodnom jazyku logiky

prvého radu.
Zvolte predikatové a funkéné symboly podla potreby tak, aby formalizacia
davala zmysel, teda aby sformalizované pojmy neboli izolované a formaliza-
cia bola splnitel'na.

b) Sformalizujte a zodpovedzte pomocou tabla pre logiku prvého radu nasledu-
jacu otazku:
Je pravda, Ze kazda potdpka sa Zivi rybami?

6.4.10 (Quine [5]) Dokazte, ze z faktov:

(A;) Ak vsetci uchadzaci, ktori dostali pozvanku na pohovor, su z ro¢nika 2016,
tak niektori uchadzaci pozvanku na pohovor nedostali.

(A,) Vsetci uchadzaci dostali pozvanku na pohovor, alebo su vSetci uchadzaci
z ro¢nika 2016.

vyplyva zaver
(X) Ak vsetci uchadzaci z ro¢nika 2016 dostali pozvanku na pohovor, tak aj nie-
ktori uchadzaci, ktori nie su z ro¢nika 2016, dostali pozvanku na pohovor.
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6.4.11 Majme nasledujuce tvrdenia o ponozkach:

1. Ak je ponoZka obnosend, tak ma dieru.

2. Ziadna neobnosen4 ponozka nie je stara.

3. Veci st nové prave vtedy, ked' nie st staré.
Zistite, ¢i z uvedenych vyrokov logicky vyplyva vyrok:

Ak nie je pravda, Ze vietky ponoZky st nové, tak existuje nejaka diera.

Q V pripade dokazovania vyplyvania si najprv premyslite, pre¢o formula vyplyva, a nasledne
tablom sledujte svoju Gvahu. Pravidla pre kvantifikatory pouzivajte, iba ked st naozaj potrebné.
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